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Sazˇetak
Weylovi semimetali su nova klasa kvantnih materijala koji posjeduju Weylove
fermione kao niskoenergijska pobudenja. Oni su 3D analogoni grafenu i
imaju Weylove tocˇke koje su magnetski monopoli sa zadanom kiralnosti u
impulsnom prostoru. Zbog toga sˇto ovi materijali imaju razna egzoticˇna svoj-
stva kao npr. kiralna anomalija koja inducira negativni magnetootpor zanim-
ljivi su i u primjeni, npr. u spintronici. Uspjesˇno su sintetizirani veliki mo-
nokristali TaP CVT (eng Chemical Vapour Transport) metodom. Rasprsˇenjem
x-zraka na prahu potvrdena je struktura TaP u sintetiziranim kristalima. Obli-
kovani uzorci su zatim proucˇavani magnetotransportnim tehnikama u ras-
ponu temperatura od 1.6 do 300 K i magnetskih polja od −15 do 15 T.
U slucˇaju kada je vanjsko magnetsko polje okomito na smjer struje u
uzorku opazˇen je velik pozitivan magnetootpor. Opazˇeno je i smanjivanje
relativnog magnetootpora u slucˇaju kad je smjer vanjskog magnetskog po-
lja paralelan sa smjerom struje sˇto potvrduje postojanje kiralne anomalije.
Uocˇene su kvantne oscilacije cˇijom su se analizom ustanovile dominantne
frekvencije, efektivna masa elektrona i vrijeme rasprsˇenja u kristalu. Ana-
lizom faze oscilacija potvrdeno je postojanje Berryeve faze pi sˇto potvrduje
postojanje Weylovih tocˇaka u sistemu. Iz relativno visoke Dingleove tempe-
rature reda velicˇine 10-ak K ustanovljeno je i da su Weylove tocˇke otporne
na perturbacije koje dolaze od necˇistoc´a sˇto je i bilo ocˇekivano s obzirom
na njihovu topolosˇku zasˇtic´enost. Eksperimentalni rezultati ovog rada su u
vrlo dobrom poklapanju s drugim eksperimentalnim i teorijskim radovima iz
literature.
Study of quantum oscillations in monocrystals of
topological Weyl semimetal TaP
Abstract
Weyl semimetals are a new class of quantum materials that have Weyl fer-
mions as low energy excitations. They are a 3D analogue to graphene and
posess Weyl points which are magnetic monopoles with distinct chirality in
momentum space. Because these materials have a number of different exotic
properties such as the chiral anomaly which induces negative magnetoresis-
tance they are extremely interesting for application purposes for example in
spintronics. Big monocrystals of TaP were successfully synthesized with the
CVT (Chemical Vapour Transport) method. Powder x-ray diffraction experi-
ment confirmed the TaP structure in the synthesized monocrystals. Samples
shaped by grinding were studied with magnetotransport techniques in the
temperature range from 1.6 to 300 K and in the magnetic field range from
−15 to 15 T.
When the magnetic field was perpendicular to the direction of current
a large postive magnetoresistance was observed. A deacrease in relative
magnetoresistance was observed when the magnetic field was parallel to
the direction of current which confirmed the existence of the chiral anomaly
effect. Quantum oscillations were isolated and their dominant frequencies
as well as the effective mass and scattering time were determined. Phase
analysis of the oscillations showed an existence of a pi Berry phase consis-
tent with the existence of Weyl cones in the system. A relatively high Dingle
temperature around 10 K was determined showing the robustness of Weyl
points to perturbation which was expected due to their topological protec-
tion. The experimental results in this work are in good correspondence with
other experimental as well as theoretical work on this material.
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1 Uvod
Diracovi materijali su nova klasa kvantnih materijala koji posjeduju Diracove fermi-
one kao niskoenergetska pobudenja. Oni imaju poseban oblik energijskih vrpci gdje
se valentna i vodljiva vrpca doticˇu u jednoj tocˇki u impulsnom prostoru. Oko te tocˇke
se disperzija mozˇe linearizirati i nazivamo je Diracovom tocˇkom. Najpoznatiji takav
materijal je grafen (jedan sloj grafita) u kojem su ugljikovi atomi poslagani u 2D
mrezˇu oblika pcˇelinjih sac´a. S otkric´em grafena je i zapocˇelo intenzivno istrazˇivanje
Diracovih materijala u fizici kondenzirane materije. Drugi primjeri takvih materijala
su topolosˇki izolatori (TI), Diracovi (DSM) i Weylovi semimetali (WSM), neki tipovi
visokotemperaturnih supravodicˇa i josˇ neki.
Iako su mehanizmi koji dovode do pojave Diracovih kvazicˇestica u gore nave-
denim klasama materijala razlicˇiti, njihovo nisko energetsko ponasˇanje je odredeno
istim pravilima koja slijede iz toga sˇto su im niskoenergetska pobudenja jednaka. De-
taljnije c´e o ovim materijalima biti rijecˇi u nastavku. Ukoliko su pobudenja efektivno
bezmasena, umjesto o Diracovoj govorimo o Weylovoj tocˇki i Weylovim fermionima.
Weylovi polumetali su 3D analogoni grafenu u kojima se pojavljuju upravo Weylove
kvazicˇestice kao niskoenergetska pobudenja [1]- [5]. Weylovi fermioni dolaze iz fi-
zike elementarnih cˇestica i nikad do sad nisu opazˇeni u vakuumu u visokoenergijskim
eksperimentima te njihova pojava u fizici cˇvrstog stanja otvara nova vrata za njihovo
proucˇavanje. Tako su onda Diracovi i Weylovi materijali iznimno zanimljivi ne samo
u okviru fizike cˇvrstog stanja vec´ i za fiziku elementarnih cˇestica.
Josˇ jedna zanimljivost Diracovih i Weylovih kvazicˇestica je to sˇto su ta stanja
topolosˇki zasˇtic´ena nekom simetrijom sustava [1]. To znacˇi da su ta stanja najcˇesˇc´e
neosjetljiva na male perturbacije u sustavu, a time i na necˇistoc´e i male defekte u
sistemu [3]- [4]. To je onda vrlo zanimljivo za primjenu, te tako povrsˇinska vodljiva
stanja u 2D topolosˇkim izolatorima pokazuju svojstva transporta bez disipacije, sˇto
bi bilo iznimno zanimljivo za primjenu u racˇunalima i spintronici [6]- [9]. Weylovi
semimetali posjeduju klasicˇna (semimetalna) svojstva i topolosˇka (Weylove tocˇke), te
se interakcija tih dvaju svojstava smatra vrlo zanimljivom kako za istrazˇivanje, tako i
za potencijalnu primjenu.
WSM su teorijski predvideni u klasi materijala AB, gdje su A = Ta, Nb, a B = As,
P, a prvi put i eksperimentalno opazˇeni u TaAs [10]- [13]. Weylovi semimetali obicˇno
imaju vrlo visoku mobilnost i snazˇan pozitivan i negativan magnetootpor u ovisnosti
o smjeru elektricˇnog i magnetskog polja [14]- [19]. Isto tako u cˇistim monokristalima
se opazˇaju kvantne oscilacije Shubnikov - de Haas tipa i de Haas - van Alphen tipa
[14], [16], [18]. Opazˇaju se i tzv. Fermijevi lukovi (eng. Fermi arcs), topolosˇki
netrivijalna povrsˇinska stanja [17], [20].
U ovom radu prvo donosimo pregled Diracovih materijala, gdje isticˇemo njihova
najvazˇnija svojstva, neke univerzalne karakteristike koje posjeduju i isticˇemo razlike
medu njima. Fokus c´e uglavnom biti na Weylovim semimetalima. Zatim donosimo
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teorijski uvod u transport naboja u metalima s naglaskom na Boltzmannovu teoriju
transporta. Nakon toga slijedi teorijski uvod u kvantne oscilacije s osvrtom na cˇistoc´u
kristala potrebnu za njihovo opazˇanje. Detaljno c´e zatim biti opisan postupak sinteze
i karakterizacije monokristala TaP, a zatim objasˇnjen postupak pripreme uzorka za
transportna mjerenja. Na kraju c´e biti opisan mjerni postav i metoda mjerenja, te
dani rezultati i usporedba sa trenutnim rezultatima za ovaj materijal.
2
2 Sustavi s Diracovom disperzijom
Diracovim materijalima nazivamo materijale koji imaju linearne disperzijske relacije
oko tocˇaka u kojima se doticˇu valentna i vodljiva vrpca (Slika 2.1a). U takvim susta-
vima imamo Diracove fermione kao niskoenergijska pobudenja. Njihovo ponasˇanje
opisano je efektivnom Diracovom jednadzˇbom iz fizike elementarnih cˇestica. Za-
nimljivo pitanje je kako dolazi do takvih svojstava u sustavu iz fizike cˇvrstog stanja
i kakva su daljnja svojstva takvih materijala te koliko su stabilne tocˇke dodira va-
lentne i vodljive vrpce. Odgovori na ta pitanja c´e biti dani detaljnije u daljnjem
tekstu. Za sad spomenimo da ukoliko se radi o bezmasenim Diracovim fermionima
kao pobudenjima, onda je relevantna jednadzˇba Weylova diferencijalna jednadzˇba i
nazivamo ih Weylovim fermionima.
Vazˇne su uloge topologije i simetrije u ovakvim sustavima, gdje su nova i za-
nimljiva svojstva ovih sistema topolosˇki zasˇtic´ena. Topolosˇka protekcija znacˇi da se
nikakvim perturbativnim putem ne mozˇe uniˇstiti Diracova disperzija u sustavu. De-
taljnije c´e o ovome biti rijecˇi u nastavku. Upravo su topolosˇki zasˇtic´ena svojstva
ovih materijala iznimno zanimljiva za primjenu jer ne mogu biti uniˇstena s malim
perturbacijama koje recimo mogu doc´i od necˇistoc´a u materijalu.
Simetrija u fizici je povijesno posluzˇila za definiranje faza materije, a njen spon-
tani lom za definiciju faznih prijelaza. Slicˇno tome danas koristimo termin topolo-
gije kako bismo definirali topolosˇke faze. Termin topologije posuden je iz geome-
trije i nacˇelno govori o univerzalnim svojstvima geometrijskih povrsˇina. Tako je npr.
moguc´e definirati genus g preko Gauss - Bonnet teorema, sˇto je broj koji govori ko-
liko rupa ima u nekoj povrsˇini. Dakle genus sfere g = 0, a americˇke krafne g = 1.
Slicˇne velicˇine (topolosˇke invarijante) se mogu definirati u topolosˇkim materijalima
kako bi se razlikovale topolosˇke faze.
2.0.1 Diracova i Weylova jednadzˇba
Kako smo vec´ spomenuli u ovim sistemima se na niskim temperaturama javljaju Dira-
covi fermioni kao kvazicˇesticˇna pobudenja. Njihovo ponasˇanje je opisano Diracovom
jednadzˇbom (DJ). Ona je jedan od kljucˇnih postignuc´a za fiziku elementarnih cˇestica.
Dirac je izveo tu jednadzˇbu kako bi opisao ponasˇanje cˇestice spina 1/2 i mase m u
vakuumu [1]. Jednadzˇba uvazˇava kvantnu mehaniku i Einsteinovu specijalnu relativ-
nost uvodec´i time novo podrucˇje fizike relativisticˇku kvantnu mehaniku. Najvazˇnija
posljedica jednadzˇbe je da je po prvi put predvidjela antimateriju koja je nedugo
zatim i eksperimentalno potvrdena. Jednadzˇba je u samom srediˇstu Standardnog
modela kakvog danas poznajemo. Za slobodnu cˇesticu mase m i spina 1/2 jednadzˇba
glasi:
i~
∂ψ
∂t
=
(
c~α · ~p+ βmc2)ψ (2.1)
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gdje je operator momenta kolicˇine gibanja ~p = −i~∇ = (px, py, pz), c brzina svjetlosti,
m masa cˇestice, a ψ je cˇetverokomponentni spinor. Postoji viˇse reprezentacija matrica
αi preko kojih se mozˇe zapisati Diracovu jednadzˇbu, ona standardna je ~α = (τ3 ⊗
σ1, τ3 ⊗ σ2, τ3 ⊗ σ3) i β = −τ1 ⊗ 1, gdje su σ i τ Paulijeve matrice. Jednadzˇba se mozˇe
pojednostaviti ukoliko se radi o bezmasenim cˇesticama. Sve αi su dijagonalne, dok
je β blok ofdijagonalna.
Ukoliko je m = 0 gornje dvije komponente ψ nazovimo ih χ+ i donje dvije kom-
ponente χ− viˇse nisu vezane, te Diracovu jednadzˇbu mozˇemo rastaviti na dvije jed-
nadzˇbe:
i~
∂χ±
∂t
= ±c~α · ~pχ± (2.2)
Gornju jednadzˇbu nazivamo Weylovom jednadzˇbom, a njena rjesˇenja Weylovim fer-
mionima. Prije se smatralo da ona opisuje neutrine, no ipak se pokazalo da neutrini
imaju masu, cˇime ova jednadzˇba ne vrijedi za njih. Tako su Weylovi semimetali prva
realna primjena ove jednadzˇbe u fizici. Za elementarne cˇestice koje posjeduju spin
mozˇemo definirati helicitet na sljedec´i nacˇin:
h =
~σ · ~p
|~p| (2.3)
gdje je ~σ spin cˇestice, a ~p kolicˇina gibanja. Kazˇemo da je cˇestica desna ukoliko je
spin u istom smjeru kao i kolicˇina gibanja, dok cˇesticu nazivamo lijevom ukoliko su u
suprotnim smjerovima (Slika 2.1). Helicitet dakle poprima samo vrijednosti h = ±1.
Za bezmasene cˇestice je kiralnost isto sˇto i helicitet tj. Λ = ±1. Kiralnost snazˇno
utjecˇe na dinamiku rasprsˇenja elektrona. Rasprsˇenje unatrag (~p → −~p mora biti
prac´eno i promjenom predznaka (pseudo)spina (~σ → −~σ) kad je kiralnost ocˇuvana
(magnetske necˇistoc´e ne cˇuvaju kiralnost). Ako to nije moguc´e rasprsˇenje unatrag je
zabranjeno (Slika 2.1b lijevo). U obicˇnim metalima sa kvazicˇesticama Schro¨dinge-
rova tipa nema takvih ogranicˇenja (Slika 2.1b desno).
2.0.2 Pojava Diracovih i Weylovih tocˇaka
Namec´e se pitanje kako se u fizici cˇvrstog stanja javljaju Diracove tocˇke. Najjednos-
tavnije recˇeno za to c´e biti potrebno pogledati energijsku disperziju nekog sustava i
pronac´i tocˇke u kojima se diraju vodljiva i valentna vrpca. Ako takve tocˇke postoje
u njihovoj blizini se disperzija mozˇe linearizirati i dobije se Diracova tocˇka. Ukoliko
je josˇ Fermijeva energija blizu Diracove tocˇke imamo Diracove fermione u sustavu.
Sad je zanimljivo pogledati neke uvjete koji moraju biti zadovoljeni kako bi takve
tocˇke mogle postojati. U nerelativisticˇkoj fizici cˇvrstog stanja vremenska evolucija
viˇsecˇesticˇnog stanja dana je nerelativisticˇkom Schro¨dingerovom jednadzˇbom
i~
∂
∂t
|Ψ〉 = H |Ψ〉 (2.4)
gdje je H Hamiltonijan sustava. On sadrzˇi kineticˇke doprinose od iona i elektrona
kao i interakciju medu njima. Ideja je sad pokazati kako se javlja Diracova disperzija
4
Slika 2.1: Disperzija Diracovih cˇestica i potisnuc´e rasprsˇenja unatrag u 2D. a) Ener-
gija E kao funkcija valnog broja ~k prati linearnu disperziju. U Diracovim materijalima
je kolicˇina gibanja povezana sa (pseudo)spinom σ (zelene strelice). Kiralnost je do-
bro definirana i ocˇuvana. b) Rasprsˇenje unatrag Diracovih fermiona ~k → −~k. Ukoliko
necˇistoc´e cˇuvaju kiralnost (magnetske necˇistoc´e npr. ne cˇuvaju kiralnost) rasprsˇenje
unatrag je zabranjeno. U obicˇnim metalima to nije slucˇaj, vec´ je rasprsˇenje unatrag
dozvoljeno. Preuzeto iz [1].
u cˇvrstostanjskom sustavu na niskim temperaturama. Zbog toga sˇto je sustav po pret-
postavci na niskoj temperaturi zanemarujemo kineticˇki cˇlan iona i pretpostavljamo
da oni stvaraju samo periodicˇni vanjski potencijal u kojem se gibaju elektroni. Tada
Hamiltonijan mozˇemo malo drukcˇije zapisati kao H = H0 +Hint, gdje H0 sadrzˇi sve
jednocˇesticˇne efekte, a Hint sve elektron - elektron interakcije. Rjesˇenja jednadzˇbe
za H0 su Blochove vrpce.
Pogledajmo dvije razlicˇite nedegenerirane vrpce E+(~k) i E−(~k) i pretpostavimo
da se priblizˇavaju za neki raspon vrijednost ~k tako da je |E+(~k)−E−(~k)| puno manje
od procjepa izmedu vrpci izvan raspona. U praksi to da su vrpce nedegenerirane
zahtijeva lom ili simetrije na inverziju vremena ili simetrije inverzije kristala. Uko-
liko je neka od vrpci degenerirana moguc´a je hibridizacija vrpci u degeneriranom
podprostoru koja bi rezultirala otvaranjem procjepa i uniˇstenjem Diracovih tocˇaka.
Za modeliranje takvog Hamiltonijana uzmimo
∣∣u~k〉 i ∣∣v~k〉 koji su ortonormalna Bloc-
hova eigenstanja takva da su konzistentna sa svim simetrijama H0. Mozˇemo napisati
dvovrpcˇani Hamiltonijan za jednu vrijednost ~k kao:
H(~k) =
[〈
u~k
∣∣H0 ∣∣u~k〉 〈u~k∣∣H0 ∣∣v~k〉〈
v~k
∣∣H0 ∣∣u~k〉 〈v~k∣∣H0 ∣∣v~k〉
]
= f(~k)12 +
3∑
j=1
gj(~k)σj (2.5)
Hamiltonijan je moguc´e rastaviti na sumu jedinicˇne matrice 12 i Paulijevih matrica
σj. Vazˇno je uocˇiti da fukcije f i g ovise o valnom broju ~k. Jednocˇesticˇni spektar
Hamiltonijana H(~k) je:
E± = f(~k)±
√√√√ 3∑
j=1
g2j
~k (2.6)
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Iz gornjeg izraza je jasno da c´e se vrpce dodirivati samo ukoliko je za neki ~k0 gj(~k0) =
0 za svaki j. U 3D je opc´enito moguc´e pronac´i tocˇke u ~k - prostoru koje zadovo-
ljavaju takav uvjet. gj(~k0) = 0 za neki j definira povrsˇinu u ~k - prostoru. Dvije
povrsˇine se opc´enito sijeku u liniji, a ako dodamo i trec´u ona mozˇe sjec´i tu liniju
cˇime smo pronasˇli tocˇku ~k0. Ako takve tocˇke postoje one uglavnom dolaze u paro-
vima i mozˇemo linearizirati disperzijsku relaciju za svaku od njih razvojem funkcija
f i g do linearnog cˇlana:
H(~k) = E~k0 + ~~v0 · (~k − ~k0)12 +
3∑
j=1
~~vj · (~k − ~k0)σj (2.7)
Ako je ~v0 = 0 onda su preostale vj ortogonalne i H(~k) poprima oblik Weylovog
Hamiltonijana.
HWeyl = c~p · ~σ (2.8)
gdje je c brzina svjetlosti, ~p impuls cˇestice, a ~σ Paulijeve matrice. U realnim mate-
rijalima umjesto c u Hamiltonijanu stoji Fermijeva brzina vF . Opc´enito naravno ove
dvije vrpce dalje od ~k0 mogu zavijati u opc´enitom smjeru, pa sve i ako je Fermijeva
energija na E~k0 moguc´e su dodatne Fermijeve povrsˇine.
2.0.3 Nielsen - Nynomiya teorem o fermionskom udvostrucˇenju
Nielsen i Nynomiya su u svom radu pokazali tzv. fenomen fermionskog udvos-
trucˇavanja [22]. On kazˇe da broj stanja s kiralnosti +1 mora biti jednak broju stanja s
kiralnosti -1. Dokaz ovog teorema je iznad razine ovog rada. U sljedec´im poglavljima
c´e se nekoliko puta pokazati zasˇto je fermionsko udvostrucˇenje nuzˇno u Weylovim
semimetalima.
2.1 Grafen
Grafen je sigurno najpoznatiji Diracov materijal. On se sastoji od jednog sloja grafita
gdje su atomi ugljika poslagani u resˇetku oblika pcˇelinjeg sac´a (Slika 2.2). U modelu
cˇvrste veze koji u obzir uzima samo najblizˇe susjede s konstantom preskoka t za
grafen se dobiva sljedec´i 2× 2 Hamiltonijan:
H(~k) =
[
0 ξ(~k)
ξ∗(~k) 0
]
; ξ(~k) = −t(ei~δ1·~k + ei~δ2·~k + ei~δ3·~k) (2.9)
Disperzijska relacija koja se dobije za ovaj Hamiltonijan je (~k) = ±|ξ(~k)|, a prikazana
je i na slici (Slika 2.2). Vidimo da je u nekim tocˇkama ξ(~k) = 0, te se tu vrpce
doticˇu. Lineariziranjem oko tih tocˇaka dobivamo 2D Diracov Hamiltonijan. Grafen
je iznimno zanimljiv za primjenu zbog svojih posebnih vodljivih svojstava, velike
cˇvrstoc´e i zanimljivih opticˇkih svojstava.
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Slika 2.2: Resˇetka grafena, Brillouinova zona i energijske vrpce. (lijevo) Resˇetka
grafena sa podresˇetkama A (plavo) i B (zˇuto). Vektori resˇetke ~ai i vektori prema
najblizˇim susjedima ~δi su takoder prikazani. (sredina) Brillouinova zona u grafenu s
reciprocˇnim vektorima ~bi. (desno) Disperzija grafenskih pi orbitala u modelu cˇvrste
veze. Preuzeto iz [1].
Slika 2.3: Prikazana je idealizirana struktura vrpci topolosˇkog izolatora. Vidimo da
je Fermijeva energija EF unutar procjepa i vidimo prikazanu i disperziju povrsˇinskih
stanja.
2.2 Topolosˇki izolatori (TI)
Topolosˇki izolatori su kvantni materijali koji imaju izolatorsku ili poluvodicˇku unu-
trasˇnjost, a vodljivi rub (2D) ili povrsˇinu (3D). To nije dovoljan uvjet za karakteriza-
ciju jer i neki drugi materijali mogu imati vodljivu povrsˇinu. U principu se energijske
vrpce u unutrasˇnjosti ne razlikuju od vrpci u obicˇnom izolatoru (Slika 2.3). Fermijeva
energija se nalazi unutar procjepa izmedu valentne i vodljive vrpce. Vazˇna karakte-
ristika TI je pojava zatvaranja energijskog procjepa na povrsˇini. Pokazuje se da se to
nuzˇno mora dogoditi na granici razlicˇitih topologija.
Postavlja se pitanje kako odrediti topologiju nekog sustava. Nacˇelno treba odre-
diti topolosˇku invarijantu, sˇto je velicˇina koja je ista za sve sustave iste topologije.
Pokazuje se da je to moguc´e definirati u Blochovoj teoriji vrpci. Schro¨dingerova jed-
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nadzˇba u periodicˇnom (kristalnom) potencijalu glasi:
H(~r)ψ(~r) =
[
− ~
2
2m
∇2 + V (~r)
]
ψ(~r) = Eψ(~r) (2.10)
gdje je potencijal V (~r) = V (~r + ~Rm) periodicˇan s periodom resˇetke. Za rjesˇavanje
gornje jednadzˇbe primijenimo Blochov ansatz:
ψn,~k(~r) = e
i~k·~run,~k(~r) (2.11)
gdje je funkcija un,~k(~r) = un,~k(~r + ~Rn) periodicˇna s periodom resˇetke, a n oznacˇava
vrpcu. Uvrsˇtavanjem (2.11) u (2.10) dobiva se parcijalna diferencijalna jednadzˇba
za periodicˇni dio:
H~kun,~k(~r) =
[
1
2me
(
−i~∇+ ~~k
)2
+ V (~r)
]
un,~k(~r) = En(
~k)un,~k(~r) (2.12)
Zbog proizvoljnosti faze u kvantnoj mehanici mozˇemo bazˇdarno transformirati un,~k →
eiφ(
~k)un,~k. Sad mozˇemo definirati Berryjevu povezanost na slicˇan nacˇin kako se defi-
nira vektorski potencijal u elektrodinamici:
~A = −i
〈
un,~k
∣∣∣∇~k ∣∣∣un,~k〉 ; ~A→ ~A+∇~kφ~k (2.13)
Fazu koju valna funkcija akumulira obilaskom zatvorene petlje C u prostoru valnih
brojeva nazivamo Berryeva faza βC , a definiramo na nacˇin:
βC =
∮
C
~A · d~k (2.14)
Nju mozˇemo izraziti i na malo drukcˇiji nacˇin koristec´i Stokesov teorem i time defini-
rajuc´i Berryjevu zakrivljenost ~B:
βc =
∫
S
~B · d2~k; ~B = ∇~k × ~A (2.15)
gdje je S povrsˇina obuhvac´ena krivuljom C. Zanimljivo svojstvo Berryjeve faze je da
se ona ne mijenja s glatkom adijabatskom promjenom Hamiltonijana. Onda mozˇemo
iskoristit definiciju Berryeve faze za definiciju Chernovog broja n:
nm =
∫
B.Z.S.
Bmd
2k; n =
N∑
m=1
nm (2.16)
gdje je nm parcijalni Chernov broj, Chernov broj za m-tu vrpcu, a Chernov broj n je
suma svih parcijalnih Chernovih brojeva po svim vrpcama. Pokazuje se da je Chernov
broj isti za materijale iste topologije. Prepoznajemo ga dakle kao topolosˇku invari-
jantu. Po definiciji su dva materijala su topolosˇki ekvivalentna ukoliko je moguc´e
glatko (adijabatski) deformirati Hamiltonijan jednog materijala u Hamiltonijan dru-
gog bez zatvaranja energijskog procjepa [1], [6], [7]. Tada kazˇemo da su ti materijali
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(a) (b)
Slika 2.4: Usporedba svojstava obicˇnog izolatora i materijala koji ima cjelobrojni
kvantni Hallov efekt. a) u prvom stupcu: elektronske putanje u obicˇnom izolatoru
i materijalu koji ima cjelobrojni kvantni Hallov efekt, u drugom stupcu: vrpce u
obicˇnom izolatoru i Landauovi nivoi u IQHE materijalu, a u trec´em stupcu: analogija
s topologijom u geometriji b) Elektroni se gibaju po kruzˇnim orbitama ciklotronskom
frekvencijom. Elektroni na rubu ne mogu prijec´i u izolatorsko stanje vec´ se odbijaju
od povrsˇine efektivno tvorec´i rubno vodljivo stanje.
topolosˇki ekvivalentni. Chernov broj je neosjetljiv na glatke adijabatske varijacije Ha-
miltonijana, pa je upravo zato on topolosˇka invarijanta.
Najjednostavniji primjer topolosˇkog efekta je cjelobrojni kvantni Hallov efekt (eng.
Integer quantum Hall effect, IQHE), sˇto mozˇemo shvatiti kao 2D slobodni elektronski
plin na koji je nametnuto vanjsko magnetsko polje. Ako pogledamo obicˇan izola-
tor i IQHE materijal paralelno (Slika 2.4a) vidimo da su u obicˇnom izolatoru va-
lentna i vodljiva vrpca razdvojene energijskim procjepom, slicˇno tome procjep pos-
toji i izmedu Landauovih nivoa u IQHE materijalu. Krucijalna razlika izmedu pvih
sustava je to sˇto elektroni u IQHE materijalu vrsˇe kruzˇno gibanje ciklotronskom frek-
vencijom u magnetskom polju. Elektroni koji izvode kruzˇno gibanje blizu ruba mate-
rijala (Slika 2.4b) ne mogu prijec´i u izolator pa se odbijaju od povrsˇine efektivno se
propagirajuc´i u desno. Na taj nacˇin nastaje vodljivo povrsˇinsko stanje. Pokazuje se
da ne postoje stanja u koja bi se ovako propagirajuc´i elektron mogao rasprsˇiti, prema
tome ova povrsˇinska stanja nemaju disipaciju. Isto tako topolosˇki su zasˇtic´ena sˇto
znacˇi da defekti pri sintezi ne uniˇstavaju efekt [6]. Cjelobrojni kvantni Hallov efekt
se eksperimentalno opazˇa samo na visokim magnetskim poljima i na vrlo niskim tem-
peraturama.
Sljedec´e pitanje koje se namec´e je postoje li materijali koji mogu imati povrsˇinska
topolosˇki zasˇtic´ena stanja bez vrlo visokog vanjskog magnetskog polja i niske tempe-
rature. Upravo takvi materijali su topolosˇki izolatori. U njima spin orbit interakcija
zamjenjuje utjecaj vanjskog polja. Josˇ jedno iznimno svojstvo TI je zakljucˇanost spina
i momenta kolicˇine gibanja u povrsˇinskim vodljivim stanjima (Slika 2.3). To znacˇi da
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je spin elektrona u povrsˇinskom vodljivom stanju okomit na smjer njegove propaga-
cije. Tako se elektroni na povrsˇini spina gore mogu npr. propagirati samo udesno, dok
oni suprotnog spina ulijevo. To znacˇi da nije moguc´e da se elektronu u povrsˇinskom
vodljivom stanju dogodi rasprsˇenje unatrag bez promjene spina tj. bez rasprsˇenja
na magnetskoj necˇistoc´i. Kako topolosˇki izolatori ne sadrzˇe magnetske atome, jasno
nam je da je povrsˇina vodljiva bez disipacije. To je iznimno zanimljivo svojstvo za
primjenu u spintronici, jer je danas zagrijavanje racˇunala jedan od primarnih pro-
blema u tom podrucˇju. Spinski polarizirani materijali bez disipacije bi bili idealni za
tu primjenu. Istrazˇivanje TI je jedan od putova prema tome.
Najproucˇavaniji topolosˇki izolatori pripadaju skupini tetradimitnih materijala ke-
mijske formule oblika M2X3 gdje je M = Bi, Sb, a X = Se, Te, S. Cilj je pronac´i
topolosˇki izolator sa jako izolatorskom unutrasˇnjosti kako bi se povrsˇinska vodljiva
stanja mogla lako proucˇavati, sa sˇto manjim doprinosom unutrasˇnjosti. Jedan od
pristupa je supstituiranje atoma u osnovnu matricu tetradimitnih materijala tj. za-
mijenjivanje nekih Bi s Sb i nekih Te sa Se ili S. Potraga za sve boljim topolosˇkim
izolatorima i proucˇavanje povrsˇinskih stanja je jako aktivno i zanimljivo podrucˇje u
fizici trenutno.
2.3 Diracovi i Weylovi semimetali (DSM i WSM)
Kako smo pokazali gore, u 3D je opc´enito moguc´e imati stabilne Diracove tocˇke. Ako
je takoder moguc´e podesiti Fermijevu energiju tako da prolazi kroz tocˇku ili da se na-
lazi blizu nje, a da nema drugih vrpci u blizini imamo trodimenzionalni semimetal sa
Diracovom disperzijom. Ako se radi o presjeku dvije vrpce bez degeneracija, onda ni-
skoenergijska pobudenja takvog sustava opisuje Weylova jednadzˇba (2.2) iz cˇesticˇne
fizike. Kako je pokazano Nielsen - Nynomiya teoremom fermionskog udvostrucˇenja
imat c´emo paran broj Weylovih tocˇaka unutar Brillouinove zone. Napiˇsimo onda
jednostavan Hamiltonijan za dvije takve tocˇke preko kojeg c´emo pokazati najvazˇnija
svojstva Weylovih semimetala. Weylov Hamiltonijan u izotropnom obliku je:
H± = ±~vF (kxσx + kyσy + kzσz) (2.17)
gdje subskripti + i − oznacˇavaju dvije Weylove tocˇke suprotne kiralnosti (Slika 2.5b)
i σj su Paulijeve matrice, a kj su relativne koordinate u odnosu na Weylove tocˇke koje
su na k± respektivno. Energijski spektar gornjeg Hamiltonijana oko Weylovih tocˇaka
je E(k) = ~vF |~k|. Gornji izotropni Weylov Hamiltonijan je pojednostavljena verzija
anizotropnog Weylovog Hamiltonijana (2.7) i zapravo nesˇto drukcˇije zapisan (2.8).
Cˇak se i s ovim pojednostavljenjem mogu pokazati najvazˇnija svojstva WSM.
2.3.1 Topologija Weylove tocˇke
Prvo vazˇno svojstvo je da su Weylove tocˇke topolosˇki objekti u impulsnom prostoru.
Ona izgleda poput jezˇa ili (pseudo)magnetskog monopola u impulsnom prostoru s
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vektorima (pseudo)spina okrenutim prema ili od Weylove tocˇke u ovisnosti o kiral-
nosti. Kiralnost Hamiltonijana H± je ±1. To se mozˇe izraziti preko efektivnog vek-
torskog potencijala A(~k) i odgovarajuc´eg magnetskog polja B(~k) za Blochova eigens-
tanja
∣∣∣un,~k〉.
~A(~k) = −i
∑
n (popunjene)
〈
un,~k
∣∣∣∇~k ∣∣∣un,~k〉 ; B(~k) = ∇~k × A(~k) (2.18)
gdje se sumacija po n zapravo odnosi samo na popunjene vrpce. U gornjem izrazu
mozˇemo prepoznati definicije Berryeve povezanosti (2.13) i Berryeve zakrivljenosti
(2.15). Integrirajuc´i Berryevu zakrivljenost kroz malu povrsˇinu koja sadrzˇi Weylovu
tocˇku dobivamo Berryevu fazu (2.15)±pi za kiralnosti±1. Prema Gaussovom zakonu
je to onda tok kroz bilo koju povrsˇinu koja sadrzˇi Weylovu tocˇku, pa sad shvac´amo
zasˇto smo Weylove tocˇke nazvali (pseudo)magnetskim monopolima. Prefiks pseudo
koristimo kako bismo naglasili da one ipak nisu pravi magnetski monopoli, vec´ mag-
netski monopoli u impulsnom prostoru. Naravno ako primjenimo Gaussov zakon
na cijelu Brillouinovu zonu moramo dobiti rezultat nula zato jer ne mozˇemo imati
izvor ili ponor magnetskog polja. To znacˇi da Weylove tocˇke uvijek dolaze u paro-
vima suprotnih kiralnosti sˇto zapravo pokazuje tocˇnost Nielsen - Nynomiya teorema
o fermionskom udvostrucˇenju.
Gaussov zakon isto tako pokazuje stabilnost Weylovih tocˇaka jer nam je jasno
da one ne mogu samo tako nestati, vec´ je jedini nacˇin da nestanu taj da se dvije
Weylove tocˇke suprotnih kiralnosti anihiliraju. Drugi nacˇin na koji se to da izrec´i
je da je Weylov Hamiltonijan stabilan na dodavanje malih hermitskih perturbacij-
skih cˇlanova sˇto c´e biti pokazano na primjeru u daljnjem tekstu. Stabilnost Weylovih
tocˇaka josˇ se mozˇe vidjeti ako primjetimo da Hamiltonijan (2.17) koristi sve tri Pa-
ulijeve matrice. Prema tome ne preostaje ni jedna 2 × 2 matrica koja antikomutira s
Hamiltonijanom i koja tako mozˇe otvoriti energijski procjep. Cˇime opet jedini nacˇin
za uniˇstenje Weylove tocˇke koji preostaje je anihilacija s drugom Weylovom tocˇkom
suprotne kiralnosti. To se u principu mozˇe napraviti njihovim pomicanjem u impul-
snom prostoru dok se ne preklope ili dopusˇtanjem jakih rasprsˇenja medu Weylovim
parovima za sˇto bi se morala slomiti translacijska simetrija. Ocˇito je dakle postoja-
nje Weylovih tocˇaka usko vezano uz moguc´nost definiranja kristalne resˇetke, vektora
translacije i reciprocˇne resˇetke. U vec´ini slucˇajeva u realnom materijalu nered nije
dovoljan da bi uniˇstio dovoljno udaljene tocˇke. Prijelaz materijala u supravodljivo
stanje isto uniˇstava Weylove parove u materijalu zbog otvaranja supravodljivog pro-
cjepa.
2.3.2 Fermijevi lukovi
Drugo vazˇno svojstvo WSM je da imaju neobicˇna povrsˇinska stanja jedinstvena za
WSM koja nazivamo Fermijevim lukovima. Razmotrimo 3D komad Weylovog semi-
metala s povrsˇinom u x - y ravnini. Invarijantnost WSM na translaciju osigurava da
11
Slika 2.5: Povrsˇinska stanja u Weylovom semimetalu. a) Povrsˇinska stanja u WSM
tvore luk koji spaja projekcije Weylovih tocˇaka. Tocˇke na Fermijevom luku mogu
se shvatiti kao rubna stanja 2D izolatora koji ima rubna stanja. Povezivanjem tih
rubnih stanja dobivamo Fermijev luk (narancˇasto). b) Disperzija Weylovih tocˇaka
suprotne kiralnosti (crveno i plavo) i disperzija povrsˇinskih stanja (rozo) koja ih po-
vezuje cˇinec´i Fermijev luk izmedu njih.
mozˇemo definirati energijska stanja elektrona preko momenata u reciprocˇnoj resˇetci
na plohi u x - y ravnini tj. da povrsˇinska stanja imaju dobro definiranu energiju za za-
dani valni vektor. Pretpostavimo isto tako da u unutrasˇnjosti materijala imamo dvije
Weylove tocˇke opisane Hamiltonijanom (2.17), gdje je Fermijeva energija podesˇena
da se poklapa s energijom Weylovih tocˇaka. Na Fermijevom nivou dakle imamo
povrsˇinska stanja i stanja vezana uz Weylove tocˇke u unutrasˇnjosti. Povrsˇinska stanja
su dobro definirana na toj energiji dalje od Weylovih tocˇaka, jer ne postoje druga sta-
nja sa istom energijom i momentom u unutrasˇnjosti u koja bi bila moguc´a rasprsˇenja.
S druge strane povrsˇinska stanja zavrsˇavaju na Weylovim tocˇkama i sˇto se zapravo
dogada je da povrsˇinska stanja cˇine luk izmedu dvije Weylove tocˇke suprotne kiral-
nosti kako je i prikazano na slici (Slika 2.5 b) ).
Fermijeve lukove mozˇemo objasniti isto ako uzmemo u obzir da su Weylove tocˇke
(pseudo)magnetski monopoli u impulsnom prostoru. Berryev tok onda izvire iz tocˇke
pozitivne kiralnosti i ponire u onoj negativne kiralnosti. Kako po Nielsen - Ninomiya
teoremu tocˇke dolaze u parovima tako c´e onda postojati Berryev tok kroz zamisljenu
plohu u ravnini okomitoj na spojnicu Weylovih tocˇaka (Slika 2.5a). Chernov broj
C za proizvoljnu plohu u toj ravnini izmedu Weylovih tocˇaka je C = 1. Dakle ta
je ploha ekvivalentna 2D kvantnom Hallovom stanju, za koji znamo da ima rubna
stanja. Kako to vrijedi za proizvoljnu plohu izmedu tocˇaka, tako sve plohe paralelne
s njom izmedu tocˇaka imaju rubna stanja. Kad zapravo povezˇemo sva ta rubna sta-
nja dobivamo Fermijev luk koji spaja dvije Weylove tocˇke suprotne kiralnosti (Slika
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2.5a). Opazˇanje Fermijevih lukova u realnim materijalima pomoc´u povrsˇinski osjetlji-
vih tehnika kao sˇto su ARPES ili STM trebalo bi posluzˇiti kao cˇvrsta eksperimentalna
potvrda nekog materijala kao Weylovog semimetala.
2.3.3 Jednostavan primjer sistema s Weylovim tocˇkama
Primjera radi promotrit c´emo josˇ jedan tzv. igracˇka model (eng. toy model) kako
bismo demonstrirali da se Weylove tocˇke mogu javiti i u naizgled jednostavnim siste-
mima. Hamiltonijan sistema s dvije vrpce na kubicˇnoj resˇetci:
H = [2tx(cos kx − cos k0) +m(2− cos ky − cos kz)]σx + 2ty sin kyσy + 2tz sin kzσz
(2.19)
Hamiltonijan je invarijantan na inverziju, ali ne i na promjenu smjera vremena, sˇto se
provjeri ako znamo da se ~σ transformira kao angularni moment na te transformacije.
Lako se pokazˇe da se vrpce doticˇu za ~k = ±k0xˆ. Razvojem oko ovih tocˇaka se lako
opet dobije Weylov Hamiltonijan (2.17). Proizvoljan hermitski cˇlan se mozˇe dodati
ovom Hamiltonijanu bez da uniˇsti Weylove tocˇke, vec´ ih samo pomicˇe u impulsnom
prostoru. Pokazˇimo to na primjeru Zeemanovog cijepanja ∆H = −2txhZσx, koje
pomicˇe Weylove tocˇke na ~k = ± cos−1(hZ + cosk0)xˆ. Jedino kada je hZ jako velik je
moguc´e da dovede do toga da se Weylove tocˇke preklope i anihiliraju.
2.3.4 Kiralna anomalija
Josˇ jedna posljedica posebne topolosˇke strukture WSM je njihovo ponasˇanje u para-
lelnom vanjskom magnetskom ~B i elektricˇnom polju ~E. One pokazuju nesˇto sˇto je
poznato pod nazivom kiralna anomalija. U teoriji polja ta pojava je poznata i pod
nazivom Adler - Bell - Jackiw anomalija. Kiralna anomalija govori da ukupan broj
nabijenih cˇestica ne bi bio ocˇuvan ukoliko bi postojala samo jedna Weylova tocˇka. U
tom slucˇaju se jednadzˇba kontinuiteta modificira na nacˇin (izvod [4]):
∂n
∂t
+∇ · ~J = ± 1
4pi2
e2
~2c
~E · ~B (2.20)
gdje ± odgovara kiralnosti Weylove tocˇke. Sad je ocˇito da je naboj ocˇuvan za dvije
Weylove tocˇke suprotnih kiralnosti. Konkretno za slucˇaj dan Hamiltonijanom (2.17),
tada je razlika izmedu koncentracije elektrona u jednoj i drugoj dana s:
d(n+ − n−)
dt
=
1
2pi2
e2
~2c
~E · ~B (2.21)
sˇto znacˇi da se primjenom paralelnog elektricˇnog i magnetskog polja mogu kontroli-
rati naseljenosti u pojedinim Weylovim tocˇkama. Neposredna posljedica ovoga je da
su potrebni snazˇni procesi relaksacije u impulsnom prostoru kako bi se izjednacˇile
koncentracije. U relativno cˇistom materijalu, ti su procesi slabi, pa je vrijeme relak-
sacije dugo. Longitudinalna vodljivost u smjeru magnetskog polja, koja je propor-
cionalna relaksacijskom vremenu je tada jako velika. Isto tako u WSM na visokom
13
Slika 2.6: Pumpanje naboja izmedu Weylovih tocˇaka u paralelnom elektricˇnom i
magnetskom polju u kvantnom limitu. Svaka tocˇka je jedna Landauov nivo. Po-
punjeni krugovi oznacˇavaju popunjena stanja, a prazni prazna. Prikazana je samo
popunjenost nultog Landauovog nivoa zato jer je on jedini koji sudjeluje u procesu
pumpanja naboja. Preuzeto iz [5].
magnetskom polju vrpce se reduciraju u Landauove nivoe. Mehanizam kojim se u pa-
ralelnom elektricˇnom i magnetskom polju oni popunjavaju je prikazan na slici (Slika
2.6). Dakle, otpornost materijala je obrnuto proporcionalna s magnetskim poljem tj.
smanjuje se sa povec´anjem polja. Imamo dakle pojavu negativnog magnetootpora.
2.3.5 Anomalni Hallov efekt
Josˇ jedna posljedica kiralne anomalije je anomalni Hallov efekt. 2D regije Brillo-
uinove zone izmedu dvaju Weylovih tocˇaka mozˇemo gledati kao 2D kvantne Hallove
izolatore. Prema tome c´e ukupni Hallov efekt u ovom materijalu biti proporciona-
lan razmaku izmedu tih tocˇaka. Ukoliko postoje dvije Weylove tocˇke u centru Bril-
louinove zone, kako se one razmicˇu u impulsnom prostoru tako se Hallova vodlji-
vost povec´ava sve dok tocˇke ne dodu do ruba Brillouinove zone gdje se anihiliraju s
tocˇkama suprotne kiralnosti iz susjednih Brillouinovih zona. U tom trenutku sistem
mozˇemo smatrati slojevitim Chernovim izolatorom (2D materijal koji ima cjelobrojni
kvantni Hallov efekt) gdje su slojevi u smjeru vektora ~G reciprocˇne resˇetke koji se
nalazi na spojnici Weylovih tocˇaka. Razlog za to je dan u podpoglavlju: Fermijevi
lukovi. Dakle WSM je medustanje izmedu obicˇnog izolatora i slojevitog Chernovog
izolatora. Hallova vodljivost je dana s vektorom ~GH:
~GH =
e2
2pih
∑
i
χi~ki (2.22)
gdje je ~ki polozˇaj Weylove tocˇke, a χi njena kiralnost. Zbog simetricˇne raspodjele
Weylovih tocˇaka u odnosu na centar Brillouinove zone nema doprinosa Anomalnog
Hallovog efekta. Kombinacijom Hallovih mjerenja i ARPES mjerenja mozˇe se odrediti
razmak izmedu Weylovih tocˇaka u impulsnom prostoru.
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2.3.6 Simetrijska zasˇtic´enost Diracovih i Weylovih tocˇaka
Kako smo vec´ spomenuli da bismo imali WSM moramo imati slomljenu ili sime-
triju na obrat smjer vremena ili simetriju na inverziju. Ukoliko su obje ove simetrije
ocˇuvane, pokazuje se da Weylove tocˇke moraju biti degenerirane. Da bismo to po-
kazali pretpostavimo da se Weylova tocˇka pojavi u Brilloinovoj zoni na mjestu ~k.
Weylovu tocˇku mozˇemo karakterizirati Chernovim brojem koji je ±1. SImetrija na
obrat vremena namec´e da mora postojati josˇ jedna Weylova tocˇka s istim Chernovim
brojem odnosno kiralnosˇc´u na −~k. No ukupan Chernov broj u cijelom sistemu mora
biti 0. Prema tome mora postojati josˇ jedna Weylova tocˇka suprotne kiralnosti tj.
Chernovog broja na ~k′ i zbog simetrije na inverziju vremena josˇ jedna na −~k′. Sada
ukoliko postoji i simetrija na prostornu inverziju ona zahtijeva da Weylove tocˇke na
~k i −~k imaju suprotnu kiralnost.
Svi ovi zahtjevi jedino mogu biti ispunjeni ukoliko vrijedi ~k = ~k′ i sistem ima
najmanje dvije tocˇke u kojima se diraju vodljiva i valentna vrpca. Prema tome na
kraju imamo cˇetiri Weylove tocˇke od kojih se dvije i dvije preklapaju. Sistem je dakle
onda opisan s 4× 4 Diracovim Hamiltonijanom.
H(~k) =
[
~σ · ~k 0
0 −~σ · ~k
]
(2.23)
koji se mozˇe gledati kao dvije kopije 2 × 2 Weylovog Hamiltonijana sa suprotnim
kiralnostima (2.17).
Materijal koji posjeduje ovakav niskoenergijski Hamiltonijan nazivamo 3D Dira-
covim semimetalom. Oni imaju mnoge slicˇne karakteristike Weylovim semimeta-
lima jer posjeduju istu 3D disperzijsku relaciju. Na povrsˇini Diracovih semimetala
imamo takoder Fermijeve lukove koji spajaju projekcije Diracovih tocˇaka na ravninu
povrsˇine. Dok je pojedina Weylova tocˇka topolosˇki zasˇtic´ena jer ne postoji cˇetvrta Pa-
ulijeva 2×2 matrica koja bi mogla stvoriti procjep u spektru, Diracova tocˇka nije toliko
robusna na perturbacije jer postoje josˇ neke 4×4 Paulijeve matrice koje mogu otvoriti
procjep. Josˇ jedan nacˇin na koji se mozˇe vidjeti da je Diracova tocˇka opc´enito nesta-
bilnija od Weylove je ako primijetimo da se ona u principu sastoji od dvije Weylove
tocˇke suprotnih kiralnosti koje se aniliraju ukoliko ne postoji neka viˇsa simetrija koja
cˇuva degeneriranost Diracove tocˇke.
Weylove tocˇke se mogu direktno stvoriti u Diracovom semimetalu tako da se slomi
ili simetrija na inverziju vremena ili ona na inverziju prostora. Konkretno eksperi-
mentalno se simetrija na inverziju vremena mozˇe slomiti magnetskim poljem, a ona
na inverziju u prostoru nekom vrstom naprezanja kristala koje je nesimetricˇno, ili
elektricˇnim poljem ukoliko se mozˇe izazvati asimetricˇan pomak atoma u c´eliji. Tako
na neki nacˇin mozˇemo Diracove semimetale smatrati prethodnicima Weylovih, na
nacˇin da iz DSM mozˇemo dobiti WSM lomom simetrije. Prelazak izmedu 3D Diraco-
vog u Weylov semimetal je prikazan shematski na slici (Slika 2.7) u Kane - Fu - Mele
modelu [8]. Prelezak se mozˇe napraviti lomom simetrije na inverziju u prostoru gdje
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Slika 2.7: Dirac, Weyl i izolatorske faze u tzv. Fu - Kane - Mele modelu na rombskoj
resˇetci [8]. (1) Diracova tocˇka na poziciji X, cˇetverostruko degenerirana. (2) Cˇetiri
Weylove tocˇke separirane u impulsnom prostoru dobivene lomom simetrije na pros-
tornu inverziju. Kiralnost Weylovih tocˇaka isto tako i njihov Chernov broj oznacˇena je
s ±. (3) Dvije Weylove tocˇke dobivene lomom simetrije na promjenu smjera vremena
vanjskim poljem ~B u smjeru X prema W. (4) Stanje s procjepom koje se dobije s bilo
kojim drugim smjerom magnetskog polja ~B, jer to lomi rotacijsku simetriju. Preuzeto
iz [1].
se onda dobiju cˇetiri Weylove tocˇke ili lomom simetrije na promjenu smjera vremena
gdje se mogu postic´i dvije Weylove tocˇke. Isto tako je moguc´e sustav dovesti u sta-
nje koje ima procjep primjenom magnetskog polja u nekom smjeru tako da se slomi
rotacijska simetrija.
2.3.7 Stvaranje mase
Gore prikazani postupak otvaranja procjepa se naziva stvaranjem mase Diracovog fer-
miona i usko je vezan uz simetrijsku protekciju Diracovih kvazicˇestica. One su nuzˇno
protektirane nekom simetrijom sustava (jako ovisi o samom sustavu). Identificirati
simetriju odgovornu za tu protekciju znacˇi dobro razumjeti nastanak Diracovog Ha-
miltonijana u sistemu. Eksperimentalno je iznimno zanimljivo onda pokusˇati slomiti
tu simetriju i tako generirati masu u Diracovom Hamiltonijanu. Generirati masu u 3D
Weylovim semimetalima nije moguc´e perturbativnim metodama jer Weylove tocˇke
nisu simetrijski vec´ topolosˇki zasˇtic´ene. Jedino ih je moguc´e preklopiti u impulsnom
prostoru cˇime se one anihiliraju otvarajuc´i procjep u spektru.
Za razliku od toga u 3D Diracovim semimetalima koji se sastoje od para prek-
lopljenih Weylovih tocˇaka suprotnih kiralnosti, cˇim se slomi simetrija koja ih sˇtiti se
one anihiliraju rezultirajuc´i energijskim procjepom. U nedavno otkrivenom 3D Dira-
covom semimetalu Cd3As2 se lomom rotacijske simetrije dobivaju masivni Diracovi
fermioni [23], za razliku od toga A3Bi, gdje je A = Na, K, lomom rotacijske simetrije
postaje izolatorski [25].
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2.3.8 Najpoznatiji Diracovi i Weylovi semimetali
Najstariji poznati Diracov semimetal je bizmut. Poznato je vec´ neko vrijeme da se
u njemu pojavljuju masivni Diracovi fermioni kao pobudenja. Bezmaseni Diracovi
semimetali su dodusˇe tek nedavno predvideni. Jedan od tih materijala je recimo
Cd3As2 koji je nesˇto kasnije eksperimentalno potvrden ARPES i transportnim mje-
renjima. Prvi teorijski predvideni WSM su iz skupine oblika R2Ir2O7, gdje je R iz
skupine rijetkih zemnih metala. Eksperimentalno se josˇ nije uspjelo nedvojbeno po-
kazati da su oni zaista WSM. Nakon teorijskog predvidanja materijala iz skupine AB,
gdje je A = Ta, Nb i B = As, P kao potencijalnih WSM prvi eksperimentalno potvrdeni
WSM bio je TaAs [10]- [11]. To je potaknulo cijeli niz istrazˇivanja na ovim materija-
lima. Kasnije su potvrdeni i ostali cˇlanovi ove skupine kao WSM [12]- [20] ARPES i
magnetotransportnim mjerenjima.
2.4 Ostali sustavi
2.4.1 Visokotemperaturni supravodicˇi
Dok su Diracovi fermioni kod grafena, topolosˇkih izolatora, Diracovih i Weylovih se-
mimetala uglavnom posljedica strukture vrpci kod d-valnih supravodicˇa su kvazicˇesticˇna
Diracova pobudenja nastaju potpuno drugim mehanizmom. Svejedno, isti niskoener-
gijski Hamiltonijan se na krjau pojavi (2.17). Visokotemperaturni kupratni supra-
vodicˇi su najznacˇajniji d-valni supravodicˇi. Prvi otkriveni tesˇko fermionski supra-
vodicˇ je CeCu2Si2. U sljedec´em potpoglavlju c´emo vidjeti da i neki organski vodicˇi
imaju supravodljivost ovog tipa. U svim visokotemperaturnim supravodicˇima kao
npr. La2−xSrxCuO4 (LSCO) ili YBa2Cu3O7 se pojavljuje CuO2 ravnina sa kvadratnom
ili pravokutnom resˇetkom. Upravo je ta ravnina ustanovljena kao kljucˇna za nastanak
supravodljivosti. Zbog visoke anizotropije i toga sˇto je pojava supravodljivosti vezana
za CuO2 slojeve, mozˇemo ove materijale opisati 2D Hamiltonijanom. Pokazuje se da
se Bogoliubovljeve kvazicˇestice u impulsnom prostoru u ovim materijalima daju opi-
sati sa sljedec´im Bogoliubov - de Gennes Hamiltonijanom i disperzijskom relacijom:
HBdG = ~kτz + ∆~kτx; E~k =
√
2~k + |∆~k|2 (2.24)
Za d-valne supravodicˇe parametar procjepa u spektru odgovara ∆~k = ∆0 [cos(kxa)− cos(kya)].
Procjep u supravodljivom spektru dakle nestaje u smjeru |kx| = |ky|, dajuc´i tocˇku
dodira vrpci koja se mozˇe linearizirati cˇime se dobije Diracovo rasprsˇenje. Zbog
cˇesˇticˇno-ˇsupljinske simetrije simetrije Bogoliubovog spektra Fermijev nivo je uvijek
na razini Diracove tocˇke. Iako bi se ocˇekivalo da se Diracova kvazicˇesticˇna pobudenja
u d-valnim supravodicˇima ponasˇaju isto kao i takva pobudenja u grafenu ili to-
polosˇkim izolatorima, pokazuje se da ipak postoje neke razlike medu njima. Bo-
goliubova kvazicˇestica nema dobro definiran naboj sˇto dovodi do nekih drugacˇijih
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fenomena koji su iznad razine ovog rada gdje radi potpunosti samo spominjemo pos-
tojanje Diracove disperzije u visokotemperaturnim supravodicˇima.
2.4.2 Organski vodicˇi
Zbog jako puno moguc´nosti slaganja organskih radikala u organskim materijalima
moguc´e je stvoriti raznorazne resˇetke, pa tako i kvazidvodimenzionalne heksago-
nalne strukture nalik grafenu koje mogu imati Diracove tocˇke. Jedan od primjera je
organski vodicˇ α-(BEDT-TTF)2I3 pod visokim tlakom [21]. Van der Waalsova priroda
slaganja u ovoj klasi materijala cˇini to da je relativno lako kontrolirati parametre tla-
kom, pa su ovi materijali perspektivni za proucˇavnaja efekata frustracije u niskim di-
mezijama. Josˇ jedan razlog zasˇto su ovi materijali zanimljivi je to sˇto imaju neobicˇan
mehanizam supravodljivosti kakav je opisan u prethodnom potpoglavlju. Primjer za
to je κ-(BEDT-TTF)2Cu(NCS)2. Organski vodicˇi kao klasa Diracovih materijala nisu
predmet ovog istrazˇivanja i kratko su spomenuti potpunosti radi.
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3 Elektricˇni transport naboja u metalima
Razumijevanje transportnih svojstava materijala je kljucˇno u proucˇavanju mnogih fe-
nomena, jer su upravo transportne tehnike jedne od najcˇesˇc´e koriˇstenih eksperimen-
talnih tehnika. Transportni koeficijenti poput otpornosti, Hallovog koeficijenta, mag-
netootpora i sl. ovise o mikroskopskim svojstvima elektronskog podsustava npr. o dis-
perziji elektrona u vodljivoj vrpci, o mehanizmima rasprsˇenja elektrona i o razlicˇitim
medudjelovanjima elektrona. Vodljivost metala tu naravno zauzima posebno mjesto
jer je razumijevanje ovog fenomena povijesno bio jedan od najvazˇnijih problema.
U ovom poglavlju c´emo uvodno proucˇiti elektricˇni transport naboja u jednostav-
nom Drudeovom modelu, zatim se okrenuti konkretnijem Boltzmannovom modelu
i njega malo detaljnije izucˇiti. Nakon toga c´emo pogledati sˇto se dogada kad je u
igri i magnetsko polje, a poglavlje zavrsˇavamo sa razmatranjem kvantnih oscilacija u
kristalima.
3.1 Modeli elektricˇne otpornosti
Otpornost nekog materijala se definira kao konstanta proporcionalnosti izmedu na-
metnutog vanjskog elektricˇnog polja i gustoc´e struje koja nastane.
~E = ρ~j; ~j = σ ~E (3.1)
Otpornost ρ je obrnuto proporcionalna vodljivosti σ u sustavima bez magnetskog
polja. Inacˇe je relacija tenzorska. Gornju relaciju nazivamo mikroskopskim Ohmovim
zakonom, dok je makroskopski Ohmov zakon
U = R · I (3.2)
gdje je V nametnuti napon, I struja, aR otpor. Gustoc´a struje j je vezana kao j = I/A
sa strujom I.
3.1.1 Drudeov model
Drudeov model je prvi opis vodljivosti metala, vrlo je jednostavan model i ne daje
u potpunosti tocˇan opis, vec´ samo kvalitativno opisuje neka svojstva metala. Pret-
postavke ovog modela su da postoje pozitivni ioni rasporedeni u materijalu koji su
puno tezˇi od elektrona pa su gotovo nepomicˇni te se elektroni od njih mogu odbijati
bez da ih pomaknu. Putanje elektrona bez vanjskog magnetskog polja su ravne li-
nije, a pod utjecajem vanjskog elektricˇnog polja koristimo drugi Newtonov zakon za
opis gibanja elektrona. Polja koja dolaze od iona i ostalih elektrona zanemarujemo.
Vrijeme svakog sudara je pretpostavljeno kao zanemarivo i sila medu njima postoji
samo tog trenutka sudara i kasnije je zanemariva. Drude je napravio josˇ jednu pret-
postavku u svom modelu tako da je pretpostavio da su elektroni u metalu slobodni,
tj. nisu vezani uz ione. On je primijenio kineticˇku teoriju plinova na ovakav slobodni
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plin elektrona. Za pocˇetak izraz za gustoc´u slobodnih elektrona se lako dobije uko-
liko znamo gustoc´u metala ρm, broj slobodnih elektrona po atomu Z, atomsku masu
metala A i Avogadrv broj NA.
n =
N
V
= NA
Zρm
A
(3.3)
Pretpostavlja se da u prosjeku elektron putuje vrijeme τ prije nego se rasprsˇi i nazi-
vamo ga vremenom rasprsˇenja. U Drudeovom modelu pretpostavljeno je da ono ne
ovisi o polozˇaju i brzini sˇto je najcˇesˇc´e i ispunjeno u metalima. Pretpostavljeno je i da
se elektroni termaliziraju iskljucˇivo sudarima, tako sˇto se pretpostavlja da nakon sva-
kog sudara elektron koji izlazi iz sudara ima nasumicˇan smjer i brzinu koja odgovara
temperaturi regije u kojoj se rasprsˇio.
Ako imamo gustoc´u elektrona n koja se micˇe brzinom ~v mozˇemo izraziti gustoc´u
struje takvog sustava kao:
~j = −ne~v (3.4)
gdje − predznak dolazi jer su elektroni negativno nabijeni. Ocˇito ~v u gornjem izrazu
mora biti prosjecˇna brzina gibanja elektrona u metalu. Sljedec´i cilj je izracˇunati
je uvazˇavajuc´i Drudeove pretpostavke. Razmotrimo tako elektron u trenutku t =
0 koji ima brzinu ~v0 neposredno nakon prethodnog rasprsˇenja. Na njega djeluje
i elektricˇno polje ~E te on ubrzava. U infinitezimalnom vremenu brzina elektrona
postaje ~v0− (e ~E/me)dt. Do sljedec´eg rasprsˇenja elektron putuje u vremenu τ . Prema
tome srednja brzina elektrona dana je izrazom:
~vavg = −e
~Eτ
me
=⇒ ~j =
(
ne2τ
me
)
~E =⇒ σ = ne
2τ
me
(3.5)
cˇime smo odredili izraz za vodljivost u Drudeovom modelu.
Sada mozˇemo odrediti i jednadzˇbu gibanja elektrona. Neka je ~p(t) kolicˇina giba-
nja po elektronu u trenutku t nakon sudara, a zanima nas kolika je ~p(t+dt). Vjero-
jatnost da c´e se elektron sudariti u trenutku t+dt je dt/τ , pa je vjerojatnost da nec´e
dozˇivjeti sudar jednaka 1−dt/τ . Ukoliko se ne rasprsˇuje onda vremenski evoluira po
drugom Newtonovom zakonu, tj. pod utjecajem sile ~f(t). Iz toga slijedi:
~p(t+ dt) =
(
1− dt
τ
)[
~p(t) + ~f(t)dt+ o(dt)2
]
(3.6)
gdje ostatak o reda (dt)2 dolazi od elektrona koji se rasprsˇe u vremenu τ , ali je viˇseg
reda pa ga zanemarujemo. Preslagivanjem izraza (3.6) i uzimenjem da vrijedi dt→ 0
dobivamo jednadzˇbu gibanja u Drudeovom modelu:
d~p(t)
dt
= −~p(t)
τ
+ ~f(t) (3.7)
U gornjem izrazu vidimo da sve sˇto rasprsˇenja u sistemu naprave je da uvedu cˇlan
gusˇenja u jednadzˇbu gibanja za kolicˇinu gibanja po elektronu.
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Kasnije su se pokazali glavni nedostatci Drudeovog modela, naime elektroni se
ne rasprsˇuju na nepomicˇnim ionima nego iskljucˇivo na necˇistoc´ama , defektima i
pobudenjima kristalne resˇetke (fononima). Drudeov model isto tako predvida ne-
pomicˇne elektrone na temperaturi T = 0, sˇto isto nije tocˇno jer su elektroni fermioni.
3.1.2 Sommerfeldov model
Drude se u svom modelu koristio kineticˇkom teorijom plinova koja podrazumijeva
da se elektroni ponasˇaju kao neutralni plin kuglica pri cˇemu je onda funkcija njihove
distribucije Maxwell - Boltzmannova raspodjela. Elektroni su zapravo fermioni pa za
njih vrijedi Fermi - Diracova distribucija. Za slucˇaj slobodnog elektronskog plina je
ona:
f(~v) =
(m/~)3
4pi3
1
exp
[
(1
2
m~v2 − kBT0)/kBT
]
+ 1
(3.8)
gdje se T0 odreduje iz uvjeta normalizacije n =
∫
d3~vf(~v), sˇto obicˇno ispadne reda
velicˇine 104 − 105 K. Dakle Sommerfeldov model je u potpunosti isti kao Drudeov
samo umjesto Maxwell - Boltzmannove distribucije koristi Fermi - Diracovu.
3.1.3 Boltzmannov model
Opc´enita kvaziklasicˇna teorija transporta je dana s tzv. Boltzmannovom transport-
nom jednadzˇbom (BTJ). Razlog zasˇto je nazivamo kvaziklasicˇnom je zato sˇto govo-
rimo da kvantne cˇestice imaju polozˇaj i impuls sˇto je karakteristika klasicˇnih cˇestica,
no uvazˇavamo kvantnomehanicˇke efekte poput Fermi - DIracove distribucije i sl. Na
jako niskim temperaturama gdje dominiraju kvantni efekti kvaziklasicˇna aproksima-
cija nije opravdana i ne mogu se koristiti njeni rezultati. Najdirektniji nacˇin za izvesti
BTJ je preko Liouvilleovog teorema. On govori o tome da je broj cˇlanova statisticˇkog
ansambla konstantan i zapravo je Liouvilleov teorem jednadzˇba ocˇuvanja tog broja.
Funkcija raspodjele ansambla f(~r, ~p) zadovoljava Liouvilleovu jednadzˇbu koja opisuje
gibanje cˇlanova ansambla u konfiguracijskom prostoru. To je prostor od 6N parame-
tara (polozˇaja i impulsa cˇestica u 3D), gdje je N broj cˇestica. Primjenom teorema za
sustav u kojem nemamo rasprsˇenja i medudjelovanja medu cˇesticama dobivamo BTJ
u obliku:
df
dt
=
∂f
∂t
+ ~v · ∂f
∂~r
+ ~F · ∂f
∂~p
= 0 (3.9)
gdje je ~v brzina cˇestica i ~F vanjska sila. Ukoliko postoje sudari u sistemu desna
strana gornje jednadzˇbe viˇse nije jednaka 0 vec´ (∂f/∂t)sud gdje je pretpostavka onda
da sudari traju jako kratko i da su lokalni, te da medu njima nema korelacija pa se
mogu tretirati statisticˇki.
Ako je sustav u ravnotezˇi, funkcija distribucije se ne mijenja. U tom slucˇaju je
sudari ne mogu promijeniti iako se oni neprestano dogadaju zato jer broj prijelaza iz
nekog stanja |a〉 u stanje |b〉 u prosjeku je u potpunosti kompenziran s prijelazom iz
|b〉 u |a〉. Do neravnotezˇe dolazi iskljucˇivo ako je sustav izlozˇen vanjskom polju.
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Prvo pogledajmo kako mozˇemo modelirati izraz za promjenu funkcije raspodjele
zbog sudara u sistemu (∂f/∂t)sud. Fermijevo zlatno pravilo daje vjerojatnost prijelaza
za cˇesticu koja prelazi iz stanja |i〉 u |f〉.
wi→f =
2pi
~
| 〈f |Hint |i〉 |2δ(ef − ei ± ~ω); wi→f = wf→i (3.10)
Ako je cˇestica dozˇivjela rasprsˇenje iz pocˇetnog stanja |i〉 = (~r, ~p) u konacˇno stanje
(~r, ~p ′) = |f〉 prirast funkcije raspodjele zbog toga c´e biti suma svih moguc´ih vjerojat-
nosti rasprsˇenja (
∂f
∂t
)
sud
(~r, ~p) =
∑
~p ′
w~p→~p ′ [f(~r, ~p ′)− f(~r, ~p)] (3.11)
Gornji izraz se modificira za fermione i bozone:(
∂f
∂t
)
sud
(~r, ~p) =
∑
~p ′
w~p→~p ′ [f(~r, ~p ′)(1± f(~r, ~p))− f(~r, ~p)(1± f(~r, ~p ′))] (3.12)
gdje se gornji predznak u ± odnosi na bozone, a donji na fermione.
Opc´enito ako se gornji izraz iskoristi u BTJ dobiti rjesˇenje za distribucijsku funk-
ciju je vrlo zahtijevno. Zato se najcˇesˇc´e koristi tzv. aproksimacija relaksacijskog
vremena za sudarni cˇlan. (
∂f
∂t
)
sud
= −f(~r, ~p)− f0
τ
(3.13)
gdje je f0 ravnotezˇna raspodjela, za slobodni elektronski plin npr. Fermi - Diracova
raspodjela. Neka je raspodjela u trenutku t = 0 pomaknuta iz ravnotezˇne i neka nema
vanjske sile. Tada je rjesˇenje za funkciju raspodjele u aproksimaciji relaksacijskog
vremena:
f(~r, ~p, t) = f0 + [f(~r, ~p, t = 0)− f0] e−t/τ (3.14)
dakle funkcija raspodjele se relaksira prema ravnotezˇnoj eksponencijalno s vreme-
nom relaksacije τ .
Iz Boltzmannove jednadzˇbe mozˇemo izracˇunati izraz za vodljivost u aproksimaciji
relaksacijskog vremena za homogeni sustav u elektricˇnom polju ~E.
e ~E
∂f
∂~p
= −f − f0
τ
(3.15)
Definiramo odstupanje od ravnotezˇe kao δf = f − f0, pa imamo:
δf ≈ −e
(
~E · ~v
)
(3.16)
Gustoc´u struje mozˇemo zapisati onda kao:
~j =
2e
(2pi~)3
∫
d~p ~v f(~p) = − 2e
2
(2pi~)3
∫
d~p ~v (~v · ~E)τ ∂f0
∂E
= e2
∫
dE
(
−∂f0
∂E
)
D(E)
∫
dΩ
4pi
~v(~v · ~E)τ
(3.17)
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gdje je D(E) gustoc´a stanja, a derivacija Fermi - Diracove raspodjele priblizˇno je
jednaka delta funkciji (−∂f0/∂E = δ(E − EF )).Ako usporedimo zadnji dio izraza
(3.17) s izrazom:
ji =
∑
j
σijEj (3.18)
vidimo da je izraz za vodljivost onda zapravo:
σ = e2〈vivj〉FD(EF )τ (3.19)
Prema tome vodljivost je proprocionalna s gustoc´om stanja na Fermijevoj energiji i s
vremenom rasprsˇenja τ . Za izotropan slobodan elektronski plin se izraz (3.19) svodi
na zadnji izraz u (3.5) iz Drudeovog modela.
Zanima nas izraz za vrijeme rasprsˇenja u ovoj aproksimaciji. Opc´enito c´e on jako
ovisiti o vrsti rasprsˇenja (na fononima, na necˇistoc´ama itd.). Izracˇun samog vremena
rasprsˇenja je netrivijalan, te se gotovo uvijek racˇuna aproksimativno ili numericˇki iz
prvih principa. No jednom kad je izracˇunato vrijeme rasprsˇenja za dani sustav na da-
noj temperaturi moguc´e je uvrstiti ga u izraz (3.19) i dobiti izraz za vodljivost. Kada
je u sustavu prisutno viˇse procesa koji rasprsˇuju cˇestice inverzi vremena relaksacije se
zbrajaju kako bi se dobio rezultat za vrijeme rasprsˇenja u sustavu (3.20). To zovemo
Matthiesenovim pravilom. Ono vrijedi u aproksimaciji relaksacijskog vremena, a u
opc´enitom slucˇaju ne nuzˇno.
1
τ
=
1
τ1
+
1
τ2
+ . . . (3.20)
Sˇto se procesa rasprsˇenja ticˇe, rasprsˇenje na necˇistoc´ama je temperaturno neovisno
i dominira na niskim temperaturama, dok je rasprsˇenje na fononima temperaturno
ovisno i dominira na visokim temperaturama.
3.2 Transport naboja u magnetskom polju
Mjerenje transportnih svojstava uz vanjsko nametnuto magnetsko polje je jedan od
kljucˇnih nacˇina za dobivanje informacija o materijalu. Tako se npr. mjernjem Hal-
lovog napona mozˇe saznati nesˇto o vec´inskim nosiocima naboja u materijalu. Osim
transporta naboja u danasˇnje vrijeme zanimljivo je porucˇavati transport spina radi
primjene u spintronici.
3.2.1 Hallov efekt
Hallov efekt u klasicˇnoj fizici je jednostavno shvatiti. Lorentzova sila zakrec´e putanju
nabijene cˇestice oko magnetskog polja. Ukoliko postavimo uzorak materijala kako
je prikazano na slici (Slika 3.1), nosioci pozitivnog naboja zakrec´u prema desno i
nakupljajuc´i se na desnoj strani stvaraju razliku potencijala koju nazivamo Hallovim
naponom. Sila na nabijenu cˇesticu u vanjskom elektricˇnom i magnetskom polju je:
~F = q( ~E + ~v × ~B) (3.21)
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Slika 3.1: Pozitivni nosioci naboja u uzorku zbog vanjskog nametnutog magnetskog
polja B u smjeru z osi zakrec´u u desno. Nakupljajuc´i se na desnoj strani uzorka oni
stvaraju razliku potencijala koju nazivamo Hallovim naponom VH .
Najjednostavnije gledano naboj c´e se nakupljati na desnoj strani dok elektrostatska
sila od nakupljenih naboja ne izjednacˇi Lorentzovu silu Fe = qvB. Elektrostatska sila
je onda zapravo Fe = qEe = qvB, pa imamo Ee = VH/w, gdje je w sˇirina uzorka. Iz
toga dobivamo izraz za Hallov napon VH = vBw. Koristec´i izraz za struju I = Avqn
gdje je A = t ·w povrsˇina uzorka, t debljina uzorka, v prosjecˇna brzina nosioca naboja
u uzorku, q naboj nosioca i n koncentracija nosioca mozˇemo napisati izraz za Hallov
napon:
VH =
IB
ntq
(3.22)
Sada mozˇemo definirati Hallovu konstantu:
RH =
Ee
jB
=
VHt
IB
=
1
nq
(3.23)
Dakle ukoliko znamo Hallovu konstantu mozˇemo odrediti koncentraciju nosioca na-
boja n i iz predznaka konstante odredimo predznak nosioca naboja.
Hallov efekt se mozˇe odrediti i iz Boltzmannove transportne jednadzˇbe (3.9). Ako
brzinu ~v u izrazu (3.21) shvatimo kao ~v = ∂e/∂~p ≡ ~v~p gdje su e i ~p energija i moment
cˇestice. Cˇlan BTJ koji ukljucˇuje silu ~F mozˇemo napisati ako pretpostavimo da je
funkcija raspodjele f = f0(e) + δf , gdje je f0 ravnotezˇna funkciaj raspodjele, a δf
mala perturbacija.
~F
∂f
∂~p
= q( ~E + ~v~p × ~B) · ∂
∂~p
[f0(e) + δf ] = q( ~E + ~v~p × ~B)
[
∂e
∂~p
∂f0
∂e
+
∂δf
∂~p
]
≈ q ~E · ~v~p
(
∂f0
∂e
)
+ q
(
~v~p × ~B
)
· ∂δf
∂~p
(3.24)
gdje cˇlan q ~E · (∂δf
∂~p
) doprinosi u viˇsem redu pa se zanemaruje, a cˇlan q~v~p × ~B · ( ∂e∂~p ∂f0∂e )
je isto zanemariv. Onda u aproksimaciji relaksacijskog vremena dobivamo izraz:
q( ~E · ~v~p)
(
∂f0
∂e
)
≈ δf
τ
+ q(~v~p × ~B) · ∂δf
∂~p
(3.25)
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Gornji izraz vrijedio bi i za izracˇun DC vodljivosti, uz zanemarivanje posljednjeg cˇlana
tj. ~B = 0. Rjesˇenje trazˇimo u obliku:
δf = q( ~A · ~vvecp) ·
(
−∂f0
∂e
)
τ (3.26)
gdje je ~A vektor koji u slucˇaju DC vodljivosti odgovara ~E. Mozˇemo iskoristiti i aprok-
simaciju efektivne mase ~v~p = ~p/m∗. Tada se dobije izraz za vektor ~A:
~E = ~A+
qτ
m∗
( ~B × ~A) =⇒ ~A‖ = ~E‖; ~A⊥ =
~E⊥ − qτm∗ ~B × ~E⊥
1 +
(
qτ
m∗
~B2
) (3.27)
gdje oznake ‖ i ⊥ oznacˇavaju komponentu vektora paralelno i okomito na magnetsko
polje ~B. Uvrstimo li gornji izraz u izraz za struju (3.1) dobivamo:
~j‖ = σ0 ~E‖; ~j⊥ = σ0
~E⊥ − qτm∗ ~B × ~E⊥
1 +
(
qτ
m∗
~B2
) =⇒ σ0 ~E = ~j + qτ
m∗
~B ×~j (3.28)
Iz gornjeg izraza se lako vidi da je inducirano elektricˇno polje:
Ee =
qτ
m∗
1
σ0
Bj =
1
qn
Bj =⇒ RH = 1
qn
(3.29)
Dakle opet smo za Hallovu konstantu dobili isti izraz kao u (3.23). Iz izraza (3.28)
je ocˇito da struja viˇse nije kolinearna s elektricˇnim poljem kada imamo i magnetsko
polje u sistemu. Prema tome opc´enito je odnos gustoc´e struje i elektricˇnog polja
tenzorski:
ji =
∑
j
σij(B)Ej; Ei =
∑
j
ρij(B)jj (3.30)
gdje su sad σ i ρ tenzori. Tenzori otpornosti i vodljivosti su onda u slucˇaju prisutstva
magnetskog polja:
ρ =
 ρxx ρxy ρxz = 0ρyx ρyy ρyz = 0
ρzx = 0 ρzy = 0 ρzz
 =
 ρ0 −RHB 0RHB ρ0 0
0 0 ρ0

σ =
 σxx σxy σxz = 0σyx σyy σyz = 0
σzx = 0 σzy = 0 σzz
 =

ρxx
ρ2xx+ρ
2
xy
− ρxy
ρ2xx+ρ
2
xy
0
− ρyx
ρ2yy+ρ
2
yx
ρyy
ρ2yy+ρ
2
xy
0
0 0 1
ρzz
 =
=

ρ0
ρ20+(RHB)
2
RHB
ρ20+(RHB)
2 0
−RHB
ρ20+(RHB)
2
ρ0
ρ20+(RHB)
2 0
0 0 1
ρ0

(3.31)
U 2D sustavu slobodnog elektronskog plina u magnetskom polju opazˇamo kvantni
Hallov efekt sˇto je kvantna verzija klasicˇnog Hallovog efekta o kojem je bilo rijecˇi
do sad. Schro¨dingerova jednadzˇba za 2D slobodni elektronski plin u magnetskom
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Slika 3.2: Shematski prikaz promjene spektra iz kontinuiranog u diskretni u 2D slo-
bodnom elektronskom plinu sa primjenom magnetskog polja razlicˇite jakosti. Vidimo
da se kontinuirani spektar pretvara u Landauove nivoe. Pojedini nivo je to viˇse dege-
neriran sˇto je vec´e magnetsko polje.
polju se svodi na jednadzˇbu za 1D kvantni harmonicˇki oscilator. Kvantizirane nivoe
(disperziju) u rjesˇenju nazivamo Landauovim nivoima (Slika 3.2). Razmak medu
njima je ~ωc, gdje je ωc = eB/m, e je naboj nosioca, B magnetsko polje i m masa
nosioca naboja. Za svaku energiju postoji velik broj stanja, i ona su to degeneriranija
sˇto je magnetsko polje viˇse. U otpornosti se javljaju platoi koji odgovaraju izrazu
ρxy = − 1n he2 , gdje je n cijeli broj, h Planckova konstanta i e naboj elektrona.
3.2.2 Magnetootpor
Magnetootpor je svojstvo materijala da mijenja otpor s primijenjenim magnetskim
poljem. Postoje razlicˇiti mehanizmi koji dovode do pojave magnetootpora. U ne-
magneticˇnim materijalima pod ovim pojmom se mogu nac´i Shubnikov - de Haas
oscilacije, geometrijski magnetootpor itd, dok se u magneticˇnim materijalima pojav-
ljuje anomalni magnetootpor, te u slojevitim magnetskim materijalima pronalazimo
gigantski magnetootpor, tunelirajucˇi magnetootpor itd. Gigantski magnetootpor se
danas koristi na mnogo mjesta u primjeni u cˇitacˇima hard diskova, senzorima mag-
netskog polja itd. Za ovaj rad najvazˇniji efekti u magnetootporu su Shubnikov - de
Haas oscilacije o kojima c´e biti rijecˇi u nastavku i negativan magnetootpor induciran
kiralnom anomalijom o kojem je bilo rijecˇi ranije kod poglavlja o Weylovim semime-
talima. Relativni magnetootpor definiramo kao:
MR =
R(B)−R(0)
R(0)
(3.32)
gdje je R(B) magnetootpor.
26
3.2.3 Model dvije vrpce
Kada se mjeri Hallov napon u uzorku poluvodicˇa izraz za Hallovu konstantu postaje
puno kompliciraniji nego u gornjim slucˇajevima kad smo gledali slucˇaj kada imamo
samo jednu vrpcu i jednu vrstu nosioca. Razlog tome je sˇto poluvodicˇ opc´enito ima
obje vrste nosioca naboja (elektrone i sˇupljine). Oni mogu biti prisutni u materijalu
s razlicˇitim koncentracijama p za sˇupljine i n za elektrone i razlicˇitim mobilnostima
µe za elektrone i µh za sˇupljine. Za umjerene vrijednosti magnetskog polja pokazuje
se da je izraz za Hallovu konstantu:
RH =
pµ2h − nµ2e
e(pµh + nµe)2
(3.33)
Gornja formula vrijedi za polumetale ukoliko Fermijeva energija sijecˇe dvije vrpce.
3.3 Kvantne oscilacije
U eksperimentalnoj fizici cˇvrstog stanja kvantne oscilacije sluzˇe za kako bi se dobile
informacije o Fermijevoj povrsˇini metala. Za to je potrebno snazˇno magnetsko polje.
Kako smo vidjeli u prethodnom odjeljku u snazˇnom magnetskom polju se energijske
vrpce mijenjaju u Landauove nivoe (Slika 3.2). Za slobodni elektronski plin u mag-
netskom polju je razmak izmedu Landauovih nivoa obrnuto proporcionalan snazi
magnetskog polja. U eksperimentu se magnetsko polje postupno povec´ava sˇto uzro-
kuje prolazak Landauovih nivoa preko Fermijeve energije, posljedica cˇega je oscilacija
elektronske gustoc´e stanja. To posljedicˇno stvara oscilacije u raznim svojstvima kao
npr. otporu (Shubnikov - de Haas oscilacije) i magnetizaciji (de Haas - van Alp-
hen oscilacije). Frekvencija oscilacija je usko povezana s ekstremalnim vrijednostima
presjeka Fermijeve povrsˇine te se zato koristi za istrazˇivanje oblika iste.
Zapocˇnimo s jednostavnim kvalitativnim prikazom kvantnih oscilacija prije nego
napravimo detaljniji izvod. Onsager je pokazao [28] da se u magnetskom polju H je-
dina dopusˇtena stanja nalaze u prstenovima u k - postoru koje nazivamo Landauovim
prtenovima. Uvjet njihove kvantizacije je:
a(, κ) = (r +
1
2
)
2pieH
~c
(3.34)
gdje je a povrsˇina presjeka Landauovog prstena s povrsˇinom okomitom na polje ~H
i r cijeli broj. Za slobodni elektronski plin u kojem je povrsˇina konstante energije
sfericˇna Landauovi prstenovi su cilindri u smjeru polja ~H (Slika 3.3). Gornji izraz
zapravo slijedi direktno iz rjesˇenja Schro¨dingerove jednadzˇbe za slobodni elektronski
plin u magnetskom polju. Rjesˇenje za Landauove nivoe je:
 = (r +
1
2
)
e~H
m0c
+
~2κ2
2m0
(3.35)
gdje je m0 masa slobodnog elektrona, a κ komponenta ~k paralelna s ~H
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Slika 3.3: Shematski prikaz Landauovih prstenova za (a) sfericˇnu povrsˇinu kons-
tantne energije i T = 0 (b) elipsoidnu povrsˇinu konstantne energije u vanjskom
magnetskom polju ~H. Fermijeva povrsˇina bez polja je prikazana iscrtkanom linijom.
Preuzeto iz [28].
Na temperaturi T = 0 popunjena su samo stanja striktno unutar Fermijeve povrsˇine
(Slika 3.3). Sada je lako vidjeti zasˇto gustoc´a stanja, unutarnja energija, a posljedicˇno
i velicˇine poput vodljivosti i magnetizacije osciliraju. Pogledajmo najˇsiri od Landa-
uovih prstenova na slici (Slika 3.3), ukoliko povec´avamo H iz izraza (3.34) vidimo
da se povrsˇina prstena povec´ava sve dok se ne povec´a do maksimalne povrsˇine na-
zovimo je A nakon cˇega prsten nestaje. Ovakva nestajanja popunjenih Landauovih
nivoa dogadaju se periodicˇki kako prstenovi sve manjih brojeva r prolaze kroz Fer-
mijevu plohu. Jasno je da se dogadaju s periodom ∆(1/H) = 2pie/~cA. Frekvencija
c´e onda naravno biti F = 1/∆:
F =
c~
2pie
A (3.36)
Na svakom prolasku Landauovog nivoa kroz Fermijevu povrsˇinu ocˇekivali bismo neku
anomaliju u ukupnoj energiji, a samim time i u drugim pojavama vezanima uz deri-
vacije energije kao npr. magnetizaciji.
Posljedica konacˇne temperature T je da razmazˇe granicu izmedu popunjenih i
praznih nivoa koja je za T = 0 osˇtra granica (Fermijeva povrsˇina). Raspon razma-
zivanja je reda velicˇine kBT . On zapravo smanjuje osˇtrinu prijelaza izmedu Landa-
uovog prstena i Fermijeve povrsˇine, time i naglost skokova u energiji, a na taj nacˇin
i amplitudu oscilacija. Ocˇito c´e ta redukcija ovisiti o omjeru kBT/βH, β = e~/mc,
gdje je m ciklotronska masa.
Konacˇno vrijeme rasprsˇenja τ u sistemu razmazuje osˇtre energijske nivoe tj. raz-
mazuje rubove Landauovih prstenova. Posljedica je opet redukcija amplitude, i to
eksponencijalno trnuc´im predfaktorom, a taj faktor nazivamo Dingleovim faktorom.
Efekt elektronskog spina isto nismo razmatrali do sad. Najlaksˇe je to gledati na
nacˇin da uocˇimo da c´e elektroni spina gore i oni spina dolje imati zasebne Landa-
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uove prstenove. To dovodi do razlike u fazi izmedu prolaska Landauovih nivoa kroz
Fermijevu plohu za spinove gore i dolje, sˇto dovodi do interferencije izmedu njih.
Sljedec´i korak je ilustrirati izvod tzv. Lifshitz - Kosevich (LK) formule za oscila-
torni dio slobodne energije sistema nezavisnih kvazicˇestica i zatim primijeniti to na
izracˇun oscilacija u magnetizaciji i gustoc´i stanja. Gustoc´a stanja je proporcionalna
sa vodljivosti pa c´e tako biti odredene i oscilacije u toj fizikalnoj velicˇini. Pregled
izvoda koji c´e biti dan prati detaljnji izvod u knjizi [28].
3.3.1 De Haas - van Alphen (dHvA) oscilacije
Najpoznatiji primjer kvantnih oscilacija su de Haas - van Alphen oscilacije magne-
tizacije materijala. Prvo je potrebno proucˇiti gibanje elektrona iz vrpce u vanjskom
magnetskom polju ~H. U ovom izvodu nije bitno piˇsemo li ~H ili ~B jer su po pret-
postavci jednaki zato jer se zanemaruje magnetizacija materijala i demagnetizirajuc´e
polje unutar materijala. Za pocˇetak je potrebno u semiklasicˇnom pristupu odrediti
poveznicu izmedu klasicˇnih orbita elektrona u realnom prostoru i ploha konstantne
energije u k-prostoru. Za rezultat energije se dobije tzv. Onsagerovo rjesˇenje koje
smo vec´ spomenuli (3.34). Bitno je napomenuti da su nivoi degenerirani, sˇto c´e
jasnije biti pokazano poslije. Kvantizacija klasicˇne orbite prema Bohr - Sommerfel-
dovom pravilu kvantizacije daje rezultat za povrsˇinu Landauovih prstenova u obliku:
a(, κ) = (r + γ)
2pieH
c~
(3.37)
gdje se gornji izraz identicˇan kao (3.34) kada je γ = 1/2, a to je rezultat koji vrijedi
egzaktno za parabolicˇnu vrpcu. U opc´enitom slucˇaju γ se viˇse razlikuje od 1/2 za
viˇse energije i polja. Pokazuje se da to i nije tako bitno za kvantne oscilacije. Kako
je i prikazano na slici (3.3) Onsagerova relacija jako ogranicˇava dostupne energijske
nivoe. Landauovi prstenovi za sfernu i elipsoidnu Fermijevu povrsˇinu su nacrtani
cilindricˇnog oblika i okomiti na polje, sˇto i je slucˇaj za npr. slobodan elektronski plin,
no opc´enito ne postoji razlog da bi to bilo tako. Za fiksni κ Landauove prstenove
mozˇemo gledati kao poznatije Landauove nivoe.
Energijski nivoi u magnetskom polju su degenerirani. Bez magnetskog polja broj
stanja po jedinicˇnom volumenu k - prostora je N = V/4pi3 (uzeto je u obzir da postoje
dva spinska stanja za svaki k). Kada postoji magnetsko polje, razlika u povrsˇini
izmedu dva susjedna Landauova nivoa je:
∆a =
2pieH
c~
(3.38)
Prema tome broj stanja u jednom Landauovom nivou izmedu κ i κ+ ∆κ je:
D = ∆aNdκ =
eHV
2pi2c~
dκ (3.39)
Iako je ovo samo intuitivan izvod degeneracije nivoa pokazuje se detaljnijim racˇunom
da je tocˇan.
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Sljedec´i korak u izvodu oscilacija je odrediti velekanonski termodinamicˇki po-
tencijal Ω, zato jer je u realnom sustavu konstanta Fermijeva energija (tj. kemijski
potencijal ζ).
Ω = F −Nζ; F = E − TS (3.40)
gdje je E unutarnja energija, T temperatura, S entropija i N broj cˇestica. Magneti-
zacija sustava je onda dana derivacijom velekanonskog potencijala
~M = −(∇ ~HΩ)ζ (3.41)
Druge vazˇne velicˇine kao npr. entropija, broj elektrona se isto mogu dobiti prikladnim
deriviranjem velekanonskog potencijala.
Za sistem u kojem vrijedi Fermi - Diracova statistika i koji ima stanja energije 
velekanonski potencijal je dan izrazom:
Ω = −kBT
∑
ln
(
1 + e(ζ−)/kBT
)
(3.42)
gdje suma ide po svim dostupnim stanjima i u obzir uzima i degeneracije pojedinih
stanja. Za sistem energijskih stanja danih Onsagerovom relacijom (3.35) i degenera-
cije (3.39) velekanonski potencijal je:
Ω = −kBT
∫ +∞
−∞
dκ
eHV
2pi2c~
∑
r
ln
(
1 + e(ζ−r)/kBT
)
(3.43)
gdje r promatramo kao implicitno rjesˇenje Onsagerove relacije (3.35) za kvantni broj
r. Jedino sˇto je sad preostalo za napraviti je rijesˇiti integral i sumu u gornjem izrazu,
te se onda iz njega mogu racˇunati sve druge relevantne termodinamicˇke velicˇine kao
npr. magnetizacija. Kako bi se olaksˇao racˇun i kako bi fizikalno znacˇenje postalo
jasnije najcˇesˇc´e se racˇun izvodi u koracima, prvo za T = 0, a zatim se uvode efekti
konacˇne temperature, spina elektrona, rasprsˇenja i homogenosti uzorka.
Na temperaturi T = 0, Ω = E −Nζ. I doprinos δΩ postaje:
δΩ = δκ
(
eHV
2pi2c~
) n∑
r=0
(r − ζ) = D
n∑
r=0
(r − ζ) (3.44)
gdje je D degeneracija nivoa (3.39), sumira se po r koji odgovaraju uvjetu r < ζ. U
izracˇunu gorenjeg izraza se dalje koristi Euler - Maclaurinova formula. Nakon racˇuna
se dobiva rjesˇenje za oscilatorni dio velekanonskog potencijala (Slika 3.4) raspisan
po Fourierovim komponentama:
δΩ˜ = δκ
eβH2V
4pi2c~
∞∑
p=1
1
pi2p2
cos (2pip(X − γ)) (3.45)
gdje oznaka ∼ predstavlja samo oscilatorni doprinos, X je kontinuirana varijabla
uvedena umjesto diskretne r implicitno kao (X, κ) = ζ, a p je broj harmonika. Za
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Slika 3.4: Periodicˇna ovisnost oscilatornog dijela diferencijalnog velekanonskog po-
tencijala s X ∝ 1/H. Puna linija predstavlja puni izraz (3.45), dok je s crtkanom
linijom prikazan osnovni harmonik u Fourierovom razvoju. Preuzeto iz [28].
Slika 3.5: Periodicˇna ovisnost oscilatornog dijela diferencijalne magnetizacije s X ∝
1/H. Puna linija predstavlja puni izraz (3.47), dok je s crtkanom linijom prikazan
osnovni harmonik u Fourierovom razvoju. Preuzeto iz [28].
izracˇun magnetizacije iz gornjeg izraza koristimo (3.41):
δM˜ = −
(
∂δΩ˜
∂H
)
ζ
(3.46)
pa za diferencijalnu magnetizaciju dobivamo:
δM˜ = −βδN0
∞∑
p=1
sin (2pip(X − γ))
pip
(3.47)
gdje je δN0 broj elektrona u 2D plohi k prostora za H = 0. Gornji izraz s vodec´om
komponentom Fourierovog razvoja je prikazan na slici (Slika 3.5)
Nakon izracˇuna za 2D plohu u k - prostoru, mozˇemo izracˇunati izraz za 3D vele-
kanonski potencijal integriranjem izraza (3.45) po κ. Nakon racˇuna se dobiva izraz:
Ω˜ =
( e
2pic~
)3/2 βH5/2
pi2(A′′)1/2
∞∑
p=1
1
p5/2
cos
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
]
(3.48)
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(a)
(b)
Slika 3.6: Oscilatorno ponasˇanje a) velekanonskog potencijala (3.48) i b) magneti-
zacije (3.49) u ovisnosti o X0 = F/H.
gdje je F = c~A/2pie = X0H frekvencija oscilacija kako je i definirano u izrazu
(3.36), a A je ekstremalna vrijednost Fermijeve povrsˇine, tj. A′′ = |∂2A /∂κ2|κ=0, gdje
je A = a(ζ, κ) povrsˇina presjeka Fermijeve plohe i Landauovog prstena za neki κ. Iz
gornjeg izraza se prikladnim derivacijama izracˇuna oscilirajuc´i dio magnetizacije:
M˜‖ = −
( e
c~
)3/2 βFH1/2V
21/2pi5/2(A′′)1/2
∞∑
p=1
1
p5/2
sin
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
]
; M˜⊥ = − 1
F
∂F
∂θ
M˜‖
(3.49)
Oscilacije u (3.48) i (3.49) su rezultati dobiveni u idealiziranoj situaciji, no sad
treba uvesti josˇ neke vazˇne cˇimbenike kao npr. efekte konacˇne temperature T ,
konacˇnog vremena rasprsˇenja elektrona τ , spina elektrona te utjecaja homogenosti
uzorka i polja. Pokazuje se da se svi ovi efekti mogu uvesti kroz tzv. fazno raz-
mazivanje. To znacˇi da se gore navedeni efekti mogu prikazati kao superpozicija
oscilacija u kojima frekvencija tj. faza se malo razlikuje od idealne situacije. Poka-
zuje se da fazno razmazivnaje periodicˇno smanjuje amplitudu oscilacija. Tako npr.
efekt konacˇne temperature doprinosi predfaktorom:
RT =
2pi2pkBT/βH
sinh(2pi2pkBT/βH)
(3.50)
koji je priblizˇno jednak 1 ukoliko je temperatura niska tj. 2pi2pkBT/βH  1, a mozˇe
se pojednostavniti ukoliko je 2pi2pkBT/βH & 1 na
RT =
4pi2pkBT
βH
exp
(−2pi2pkBT/βH) (3.51)
sˇto je u eksperimentalnim uvjetima temperature i magnetskog polja najcˇesˇc´e dobra
aproksimacija.
U slucˇaju konacˇnog vremena rasprsˇenja elektrona τ pokazuje se da uzrokuje tzv.
Dingleov predfaktor
RD = exp
(−2pi2pkBx/βH) (3.52)
gdje je x Dingleova temperatura. Ona je tipicˇno reda velicˇine 10-100 K po atomskom
% necˇistoc´a. Amplituda oscilacija najcˇesˇc´e postaje preniska za mjerenje ukoliko je
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Dingleova temperatura znacˇajno iznad 10 K. Iz cˇega je ocˇito da je potrebno imati vrlo
cˇist kristal s malo necˇistoc´a i defekata.
Cˇesto puta vazˇnu ulogu igraju nehomogenost uzorka i nehomogenost polja. Poka-
zuje se da nehomogenost uzorka pridonosi faktorom istog oblika kao Dingeov faktor
(3.52) samo s x = β(∆F )0/pik, gdje je (∆F )0 sˇirina razmazanosti frekvencije od ne-
homogenosti. Pretpostavljeno je da je razmazanost Lorentzijanskog oblika, sˇto nije
nuzˇno potpuno opravdano, no posljedicˇno se pokazuje da u principu eksponencijalno
trnuc´e amplitude odgovara eksperimentalnom rezultatu. Sˇto se ticˇe nehomogenosti
polja, pokazuje se da je reducirajuc´i predfaktor:
R∆H =
sin(pipF∆H/H2)
pipF∆H/H2
(3.53)
gdje je ∆H promjena polja duzˇ uzorka.
Zadnji od bitnih efekata je onaj elektronskog spina. Degeneracija nivoa za ±
orijentacije spinova je ± = ±∆ gdje je ∆ = gβ0H/2, a za zˇiromagnetski faktor je
najcˇesˇc´e dovoljno uzeti g = 2. Redukcijski faktor za spinsko cijepanje je:
Rs = cos
(
1
2
ppig
m
m0
)
(3.54)
Na kraju mozˇemo sve skupa objediniti u Lifshitz - Kosevich formulu za velekanon-
ski potencijal
Ω˜ =
( e
2pic~
)3/2 2kBTH3/2V
(A′′)1/2
∞∑
p=1
exp(−2pi2pkBx/βH) cos(ppigm/2m0)
p3/2 sinh(2pi2pkBT/βH)
× cos
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
] (3.55)
i za magnetizaciju
M˜‖ = −
( e
c~
)3/2 2FkBTV
(2piHA′′)1/2
∞∑
p=1
exp(−2pi2pkBx/βH) cos(ppigm/2m0)
p1/2 sinh(2pi2pkBT/βH)
× sin
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
] (3.56)
gdje je M˜⊥ je kao i prije dano s (3.49). Naravno Fermijeva povrsˇina u nekom mate-
rijalu ne mora biti jednostavna, te mozˇe imati viˇse ekstremalnih presjeka kojima c´e
onda naravno odgovarati razlicˇiti F , β ili m, g i x. Prema tome ukupni oscilatorni
dio c´e opc´enito imati viˇse doprinosa. Formula je izracˇunata pretpostavljajuc´i kons-
tantnu Fermijevu energiju ζ, no pokazuje se da se ona jako slabo mijenja cˇak ukoliko
je Fermijeva energija slabo oscilatorna, pa su gornje formule u praksi dobre.
3.3.2 Shubnikov - de Haas oscilacije
Oscilacije u otpornosti su usko vezane uz oscilacije gustoc´e stanja. Gustoc´a stanja
se racˇuna na slicˇan nacˇin kako smo pokazali za velekanonski potencijal u gornjem
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poglavlju ili mozˇemo iskoristiti formulu:
D˜(ζ) = 1
β2X2
dM˜
dH
(3.57)
Efekti rasprsˇenja i spinskog cijepanja imaju isti efekt kao i prije, no ne smijemo u
gustoc´u stanja uracˇunati i efekt od konacˇne temperature, zato jer se gustoc´a stanja
odnosi na vjerojatnost popunjenosti stanja, a ne i na stanje samo.
D˜(ζ) =
(
2eH
c~
)1/2
mV
pi3/2~2(A′′)1/2
∞∑
p=1
RDRs
p1/2
cos
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
]
(3.58)
Jasno je dakle da c´e onda i gustoc´a cˇestica oscilirati s magnetskim poljem, te da c´e
na kraju izraz za oscilatorni dio vodljivost imati oblik
σ˜xx ∝ 1√
H
∞∑
p=1
RDRsRT
p1/2
cos
[
2pip
(
F
H
− γ
)
± pi
4
]
(3.59)
Ukupna vodljivost je zapravo σxx = σ0xx + σ˜xx. Naravno i za vodljivost vrijedi
ρxx = ρ
0
xx + ρ˜xx. Veza medu σxx i ρxx dana je u matricama (3.31). Iskoristimo sljedec´i
izraz:
σxx = σ
0
xx + σ˜xx =
ρxx
ρ2xx + ρ
2
xy
(3.60)
Ukoliko je sad ρxy znacˇajno manji od ρxx mozˇemo napisati da je
σxx ≈ 1
ρxx
=
1
ρ0xx + ρ˜xx
=
1
ρ0xx
(
1
1 + ρ˜xx/ρ0xx
)
≈ 1
ρxx
− ρ˜xx
ρ2xx
(3.61)
Gdje je zadnji dio gornjeg izraza dobiven razvojem u red do vodec´eg cˇlana. Uspo-
redbom zadnjeg dijela izraza (3.61) i srednjeg dijela izraza (3.60) mozˇemo iˇscˇitati:
ρ˜xx ∝ −σ˜xx (3.62)
Prema tome u vodec´em redu oscilatorni dio otpornosti je:
ρ˜xx ∝ − 1√
H
2pi2kBT/βH
sinh (2pi2kBT/βH)
exp
[−2pi2kBx/βH]× cos [2pi(F
B
− γ
)]
(3.63)
Ukoliko se mjeri u konfiguraciji s paralelnim magnetskim poljem i strujom vrijedi:
σzz = σ
0
zz + σ˜zz =
1
ρzz
=
1
ρ0zz + ρ˜zz
(3.64)
Razvojem u red na isti nacˇin kao u prethodnom izvodu dobivamo:
ρ˜zz ≈ −σ˜zz (3.65)
Izrazi (3.59) i (3.63) vrijede za materijale s trivijalnim topologijama. Weylovi
semimetali imaju netrivijalnu topologiju, sˇto se vidi i u oscilacijama tako sˇto se kod
njih u izrazu (3.63) pojavljuje dodatni cˇlan βC unutar cos[2pi(F/B + γ + φβ)] koji
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odgovara Berryevoj fazi. Konkretno za Weylov semimetal je φβ = 1/2 tj. Berryjeva
faza je βC = 2piφβ = pi. Isto tako sad Onsagerovo pravilo kvantizacije glasi:
2piF
B
= 2pi(r + γ + φβ + δ) (3.66)
gdje vidimo da je indeks Landauovog nivoa r linearno ovisan o 1/B. Dodatna faza
2piδ dolazi od zakrivljenosti Fermijeve plohe u trec´oj dimenziji [24]. Za 2D Fermijevu
plohu je δ = 0, a mozˇe poprimiti vrijednost u rasponu ±1/8 za opc´enitu 3D Fermijevu
plohu.
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Slika 4.1: Glovebox poput onog koriˇstenog u sintezi. Vidimo glavnu kutiju koja je
pod atosferom argona i gumene rukavice kojima se radi unutar gloveboxa. S desne
strane je komora za unos koju se viˇse puta ispumpa, napuni argonom i zatim ponovno
ispumpa nakon sˇto su se iz zraka unutra unijeli materijali za sintezu. Koncentracija
vode i kisika je niska unutar gloveboxa tipicˇno < 0.1 ppm.
4 Sinteza i karakterizacija TaP
Kako smo pokazali u gornjem poglavlju za opazˇanje kvantnih oscilacija iznimno je
vazˇno imati homogene uzorke s malo necˇistoc´a. Dobivanje takvih uzoraka zahtijeva
jako kontrolirane uvjete sinteze sa sˇto stabilnijim parametrima i sˇto kemijski cˇistijim
materijalima. U ovom poglavlju bit c´e predstavljen postupak sinteze koriˇsten za do-
bivanje monokristala TaP. Raspravljeni c´e biti i rezultati dobivene sinteze, te tehnike
utvrdivanja kristalne strukture.
4.1 Postupak sinteze
U sintezi su koriˇsteni folija tantala (Ta) kemijske cˇistoc´e 99.9%, gdje je vec´ina necˇistoc´a
zapravo niobij (Nb) i prag crvenog fosfora (P) kemijske cˇistoc´e 99.99%. Prije pocˇetka
same sinteze potrebno je bilo pripremiti kvarcnu ampulu u kojoj c´e se sinteza odvi-
jati. Prvo se jedan kraj kvarcne cijevi φ = 1.6 cm i debljine stijenke 1 mm zatali kako
bi se dobila poluotvorena cijev. Tu cijev se zatim ispere u razrijedenoj 1% fosfor-
noj kiselini koja izgrize unutarnji povrsˇinski sloj kvarcne cijevi uklanjajuc´i necˇistoc´e
s njega, nakon cˇega se cijev ispere acetonom. Za mijesˇanje materijala za sintezu se
koristio glovebox, zabrtvljena s jedne strane prozirna kutija unutar koje je atmosfera
argona na tlaku nesˇto malo viˇsem od atmosferskog (Slika 4.1). Za rad unutar glo-
veboxa imamo gumene rukavice koje se navlacˇe s vanjske strane i s kojima se radi
unutar gloveboxa. To je vazˇno kako bi se osigurale niske koncetracije vode i kisika u
ampuli da se izbjegne nastajanje oksida materijala.
Tantalna folija se smota u cˇahuru, unutar koje je stavljen fosfor u stehiometrij-
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(a) (b)
Slika 4.2: Ampula, sa cˇahurom od tantalne folije unutar koje se nalazi prah fosfora.
a) prije sinteze b) poslije sinteze
skom omjeru za dobivanje TaP i jod u kolicˇini 10 mg po mL ampule (Slika 4.2a).
Zatim se argon u ampuli zamijeni s helijem nakon cˇega se ampula ispumpa do 10−5
bara uz hladenje ampule tekuc´im dusˇikom kako bi se smanjila sublimacija joda. To
nije moguc´e u potpunosti izbjec´i, te kako se vidi na slici (Slika 4.2a) zˇuto obojeni
gornji dio ampule je jod koji je malo sublimirao tokom zataljivanja ampule. No to
nije bitno jer jod sluzˇi kao transportni agent u reakciji tako da nije potrebno da bude
u stehiometrijskom omjeru, vec´ samo da ga bude dovoljno sˇto se uracˇuna ranije tako
da se stavi malo viˇse joda.
Cˇesto puta je neku krutinu tesˇko rastaliti ili sublimirati kako bi se postigla po-
novna kristalizacija ili se nacˇinila legura u kontroliranim uvjetima. To je upravo
slucˇaj ovdje, gdje tantal ima vrlo visoko taliˇste. Jedna od tehnika koja se koristi u
ovakvom slucˇaju naziva se CVT (eng. Chemical Vapour Transport). U njoj se koristi
transportni agent tipicˇno plin koji reagira s povrsˇinom krutine gdje nastaje kemijski
spoj tih elemenata koji je takoder plin. Takav plin zatim konvekcijom prelazi na drugi
dio ampule gdje se dogada povratna reakcija te se deponira materijal i nastaje kris-
tal (Slika 4.3). Iako ovako najcˇesˇc´e teku CVT reakcije, u konkretnom slucˇaju CVT
sinteze TaP s transportnima agentom jodom I2 kristali se deponiraju na toplijem di-
jelu ampule, dok se reakcija odvija na hladnijem. Topliji kraj ampule nalazio se na
1030 oC, a hladniji na 50-80 oC nizˇoj temperaturi. Kako bi se postigla bolja konvekcija
unutar ampule pec´ je nagnuta za 30o tako da je hladni kraj na nizˇem polozˇaju. Za us-
pjesˇnu sintezu potrebno je bilo drzˇati temperaturu iznimno stabilnom sˇto se postiglo
kontrolerima temperature, koji su temperaturu odredivali putem K - tip termocˇlanka.
Isto tako prije pocˇetka sinteze se K - tip termocˇlankom izmjeri temperatura duzˇ pec´i
kako bi se znao profil temperature, te se tako odredio polozˇaj na koji se postavlja
ampula. Zagrijavanje ampule je trajalo 4 dana do temperature sinteze, a zatim je
bila na stabilnom gradijentu 14 dana, te se potom hladila prirodnim putem natrag do
sobne temperature.
Nakon sinteze kristali su uzeti iz ampule, oprani u acetonu i ostavljeni da se osusˇe.
Kao rezultat sinteze dobili smo monokristale TaP raznih dimenzija (Slika 4.4b) medu
kojima je vec´ina kristala viˇse nego dovoljno velika za transportna mjerenja. Na-
ravno ocˇekuje se da je u buduc´nosti moguc´e optimizirati parametre sinteze (trajanje,
temperaturu, kolicˇinu joda, gradijent temperature) kako bi se uspjeli izrasti josˇ vec´i
monokristali, no za sad su rezultati i viˇse nego dovoljni za potrebe ovog rada.
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Slika 4.3: Krutina (rozo) reagira sa transportnim agentom (ljubicˇasto), njihov pli-
noviti produkt difundira u hladniji dio ampule gdje se dogada depozicija prvotne
krutine u kristal.
(a) (b)
Slika 4.4: a) i b) Monokristali TaP dobiveni CVT sintezom. Mali kvadrati na slici su
dimenzija 1 mm × 1 mm.
4.2 Strukturna karakterizacija
Da bi se utvrdila struktura kristala izmjerena je difrakcija x - zraka na prahu dobi-
venom mehanicˇkim drobljenjem kristala u sˇto sitniji prah. Rezultat mjerenja i uspo-
redba s teorijskim racˇunom za prah TaP (Slika 4.5a). Struktura TaP prikazana je na
slici (Slika 4.5b).
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Slika 4.5: a) Usporedba mjerenog intenziteta rasprsˇenja rengenskih zraka na prahu
TaP (crno) i rezultata simulacije (crveno). Vidimo izvrsno poklapanje vrhova sˇto
pokazuje da je kristalna struktura kao u TaP, te razumno poklapanje intenziteta sˇto
ukazuje na to da su i atomi Ta i P na pravim lokacijama u strukturi. b) Struktura TaP,
s kristalografskim osima prikazanim u donjem lijevom kutu. Preuzeto iz [13]
5 Mjerni rezultati i diskusija
Osim velike cˇistoc´e i homogenosti uzoraka potrebno je imati i postav koji ima vrlo ho-
mogeno magnetsko polje. Takoder je vazˇno imati osjetljive mjerne instrumente koji
mogu mjeriti s vrlo velikom preciznosˇc´u jer c´e oscilacije uvijek biti superponirane na
druge doprinose cˇiji c´e ih sˇum zasjenjivati. Kvaliteta mjerenja u visokim magnetskim
poljima cˇesto ovisi i o obliku uzorka. Zato je potrebno uzorak oblikovati u duguljasti
plocˇasti oblik prikladan za transportna mjerenja. U ovom poglavlju bit c´e pokazan
nacˇin pripreme uzoraka za magnetotransportna mjerenja. Isto tako pokazan c´e biti
i eksperimentalni postav, te c´e na kraju biti dani rezultati eksperimenata uz njihovu
diskusiju.
5.1 Priprema uzoraka za transportna mjerenja
Kako se uzorak nije mogao karakterizirati Laue uredajem da bi se odredile kristalne
osi pazilo se na simetriju izrastanja kristala koji rastu u visinu u smjeru c osi (Slika
4.5b). Kristali su vrlo tvrdi i gotovo ih je nemoguc´e kalati pa se ne mogu na takav
nacˇin oblikovati. Kristal je zato pazˇljivim brusˇenjem oblikovan u plocˇasti oblik di-
menzija: 1.2 × 0.4 × 0.3 mm3 pogodan za magnetotransportna mjerenja. Uredaj za
brusˇenje je cˇelicˇni disk unutar kojeg se pricˇvrsti pomicˇni cilindar cˇijim se pomicanjem
podesˇava debljina na koju se brusi kristal (Slika 5.1). Nakon pricˇvrsˇc´ivanja kristala
ljepilom na pomicˇni cilindar se disk kruzˇnim pokretima pomicˇe po brusnom papiru
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Slika 5.1: Postav za brusˇenje uzoraka a) s donje strane, vidi se pomicˇni cilindar na
kojem je zalijepljen uzorak, b) s gornje strane, nakon sˇto se podesi visina, disk se
kruzˇnim pokretima pomicˇe po brusnom papiru koji se nalazi na podlozi ispod. Zbog
zamrljanosti gornje plocˇe se nesˇto slabije vidi µm skala na slici desno.
cˇime se kristal lagano brusi do zˇeljene debljine. Prilikom pricˇvrsˇc´ivanja se naravno
pazi na kristalografske osi. Disk na sebi ima skalu po 10 µm s cˇim se otprilike pazi na
to koliko se uzorak stanjuje.
Nakon oblikovanja uzorka u duguljastu tanku plocˇicu na njega se pricˇvrsˇc´uju kon-
takti. To se radi tako sˇto se na vrh platinske zˇice promjera 25 µm stavi kapljica srebrne
paste s kojom se zˇica pricˇvrsti na uzorak. Kljucˇno je u ovakvom stavljanju kontakata
kontrolirati velicˇinu kapljice, prevelika kapljica se mozˇe razliti i stvoriti kontakt velike
dimenzije. Velika dimenzija naponskih kontakta nije dobra jer je kontakt nedefini-
ran, pa se prilikom preracˇunavanja u otpornost unosi gresˇka u rezultatu. Za strujne
kontakte dimenzija kontakta nije toliko bitna. Kontakt srebrnom pastom je osjetljiv
na mehanicˇke vibracije, te ukoliko se puno micˇe mozˇe otpasti ili mu se mozˇe jako
povec´ati kontaktni otpor. Zato nakon postavljanja kontakata srebrnom pastom se
kontakti premazˇu sa slabo vodljivim srebrnim epoksijem koji ucˇvrsti kontakt. Zatim
se kroz kontakte pusti struja koja izazove stvaranje perkolativnih kanala kroz srebrnu
pastu znatno smanjujuc´i kontaktni otpor (eng. pinhole effect). Potom se uzorak mon-
tira na nosacˇ, zalijepi se vrlo razrijedenim GE-Varnish ljepilom kako bi ga se fiksiralo
(Slika 5.2). Fiksiranje uzroka je potrebno kako se u magnetskom polju ne bi stvorila
Lorentzova sila na njega koja bi ga zakrenula i tako osˇtetila kontakte.
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Slika 5.2: Uzorak sa platinskim kontaktima zalemljen za nosacˇ i zalijepljen za safirnu
plocˇicu. Zelene strelice prikazuju smijer magnetskog polja u dva slucˇaja.
5.2 Opis mjernog postava i metoda mjerenja
Mjerni postav sastoji se od komercijalnog Oxford Instruments kriostata temperatur-
nog raspona od 1.5 - 300 K s Variable Temperature Insert (VTI) ventilom za hladenje
uzorka (Slika 5.3). Unutar kriostata nalazi se supravodljivi magnet jacˇine polja do
18 T. Supravodljivi magnet je hladen helijem, to je zato sˇto magnet ohladen na nizˇu
temperaturu mozˇe podnijeti vec´u struju prije prelaska u normalno stanje. Shema
cijelog kriostata s nosacˇem uzorka i supravodljivim magnetom je prikazana na slici
(Slika 5.4). Helij se nalazi u termalno izoliranoj posudi (dewar) koja je vakuumski
izolirana od vanjske posude koja je hladena tekuc´im dusˇikom i koja je vakuumski
izolirana od vanjske atmosfere. Takvom izolacijom se smanjuje isparavanje helija.
Nosacˇ uzorka unosi se u kriostat s gornje strane i u principu je dugacˇka sˇipka kroz
koju idu zˇice koje povezuju kontakte na drzˇacˇu uzorka koji se nalazi na dnu nosacˇa s
izlaznim kontaktima na vrhu nosacˇa. Nosacˇ se nalazi u evakuiranoj posudi u sredini
kriostata. Sam drzˇacˇ uzorka skupa s uzorkom se hlade preko VTI ventila (na slici
vaporizer) kroz koji kontrolirano prolaze pare helija hladec´i nosacˇ i uzorak. Otvara-
njem i zatvaranjem ventila se regulira brzina hladenja. Za stabilizaciju temperature
imamo dva grijacˇa, jedan koji grije podrucˇje oko drzˇacˇa uzorka i jedan grijacˇ na
samom drzˇacˇu uzorka. Temperatura se kontrolira preko LakeShore temperaturnog
kontrolera, a mjeri se na uzorku CERNOX senzorom.
Uzorak je montiran na safirni nosacˇ, zalijepljen za drzˇacˇ na nosacˇu uzorka GE
Varnish ljepilom, a kontakti s uzorka su zalemljeni na kontakte na drzˇacˇu. Izlazni
kontakti na nosacˇu su koaksijalnim kablovima povezani s mjernim uredajima. Za
pusˇtanje struje kroz uzorak koriˇsten je Yokogawa 7651 izvor istosmjerne struje, dok
su za mjerenje napona koriˇstena dva identicˇna Agilent 34420a dvokanalna nanovol-
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Slika 5.3: Dijelovi Oxford Instruments komercijalnog kriostata koriˇstenog u eksperi-
mentu. a) kriostat b) supravodljivi magnet c) VTI umetak
tmetra.
Nakon montiranja uzorka na nosacˇ, on se unosi u kriostat i nakon toga se ispum-
pava komora oko nosacˇa. Potom se polako otvara VTI ventil te se uzorak kontro-
lirano hladi brzinom od 3 K/min do zˇeljene temperature. Uzorak se hladi polako
kako se zbog termalne ekspanzije ne bi osˇtetitili kontakti. Tokom hladenja se struja
pusˇta kroz uzorak preko kontakata 3-4 i mjere se padovi napona na 1-2 i 5-6 kako
bi se izmjerila ovisnost otpornosti uzorka o temperaturi. Nakon sˇto se temperatura
stabilizira pokrec´e se kontinuirano povec´anje polja do 15 T tokom kojeg se mjere
magnetootpor uzorka na kontaktima 1-2 i 5-6, te Hallovi naponi na 1-5 i 2-6. Otpor
se mjeri s promjenom polariteta struje i u oba smjera magnetskog polja tj od −15 do
15 T.
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Slika 5.4: Shematski prikaz kriostata sa supravodljivim magnetom.
5.3 Rezultati transportnih mjerenja
Rezultat mjerenja otpornosti ρ u ovisnosti o temperaturi T prikazan je na grafu (Slika
5.5). Vidimo da se otpor smanjuje s temperaturom pokazujuc´i metalni karakter ma-
terijala. Temperaturna ovisnost metala bila bi linearna, no ovdje vidimo da to nije u
potpunosti tako, vec´ je malo zakrivljena. Linearna ovisnost je posljedica fononskog
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Slika 5.5: Mjerenje ovisnosti otpornosti ρ monokristala TaP o temperaturi T . Ovis-
nost nije linearna kako bi se ocˇekivalo za obicˇan metal, vec´ varira sˇto nam go-
vori da imamo viˇse nosioca naboja cˇije koncentracije malo variraju s temperatu-
rom. Na najnizˇim temperaturama otpornost saturira sˇto je posljedica rasprsˇenja na
necˇistoc´aam koje imaju konstantan temperaturno neovisan doprinos.
doprinosa, a odstupanje od toga dolazi od promjena koncentracije nosioca naboja u
materijalu. To je i ocˇekivano s obzirom da je proucˇavani materijal polumetal, pa tako
ocˇekujemo da imamo doprinos viˇse nosioca naboja. Josˇ je vazˇno primijetiti da na
najnizˇim temperaturama otpornost pocˇinje saturirati, sˇto je doprinos koji dolazi od
rasprsˇenja na necˇistoc´ama i defektima. Sˇto je viˇse necˇistoc´a u uzorku to saturacija
zapocˇinje na viˇsoj temperaturi.
Mjerenje magnetootpora u konfiguraciji gdje je magnetsko polje u smjeru c kris-
talografske osi, a okomito na smjer struje I prikazano je na slici (Slika 5.6). To je
konfiguracija (i) sa slike (Slika 5.2) gdje oznaka pokazuje pozitivan smjer magnet-
skog polja. Vidimo pozitivno povec´anje magnetootpora za faktor 220 na polju od 15
T. To je cˇesto puta slucˇaj kod sustava koji imaju viˇse nosioca naboja i naziva se Lo-
rentzovim ili geometrijskim doprinosom magnetootporu. U ovom slucˇaju je on visok
zbog vrlo visoke mobilnosti u ovom materijalu. Kako se i vidi na slici (Slika 5.6),
oscilacije nisu uocˇene u ovim mjerenjima, a to je zato sˇto je povec´anje magnetotpora
veliko pa zasjenjuje oscilatorni doprinos.
Ovisnost transverzale otpornosti ρxy o magnetskom polju u slucˇaju kada je vanjsko
magnetsko polje okomito na struju je prikazano na slici (Slika 5.7). Transverzalna
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Slika 5.6: Ovisnost relativne magnetootpornosti MR = (ρ(B)− ρ(0))/ρ(0) monokris-
tala TaP o magnetskom polju B u konfiguraciji kad je magnetsko polje u smjeru c
kristalografske osi i okomito na smjer struje kroz uzorak (B ‖ c ⊥ I). Dominantni
doprinos magnetootporu dolazi od geometrijskog magnetootpora, a ovako je velik
zbog velike mobilnosti elektrona u ovom materijalu.
otpornost proporcionalna je s Hallovom konstantom koja je ocˇito negativna. To znacˇi
da su vec´inski nosioci elektroni, iako iz oblika krivulje vidimo da imamo pristutne
i druge tipove nosioca. Ovakav oblik najcˇesˇc´e odgovara dvama nosiocima. Oscila-
cije isto tako nisu vidljive u ovim mjerenjima, ponovno je razlog to sˇto je pozadina
prevelika, pa oscilacije upadnu unutar sˇuma te ih je nemoguc´e razlucˇiti.
Mjerenje magnetootpora u konfiguraciji gdje je magnetsko polje u smjeru struje
kroz uzorak, a okomito na c kristalografsku os prikazano je na slici (Slika 5.8). To je
konfiguracija (ii) sa slike (Slika 5.2) gdje oznaka pokazuje pozitivan smjer magnet-
skog polja. Vidimo prvotni porast magnetootpora, a zatim pad. Pad magnetootpora
je ocˇekivan s obzirom na kiralnu anomaliju u Weylovim semimetalima koja predvida
negativan magnetootpor u slucˇaju kada su vanjsko elektricˇno i magnetsko polje para-
lelni. U slicˇnim eksperimentima [14], [15] isto je opazˇen pad magnetootpor, no pre-
lazak u negativno jedino u slucˇaju kada su magnetsko polje i struja paralelni unutar
odstupanja od 2o. Takvo odstupanje smo lako mogli unijeti u eksperiment prilikom
postavljanja uzorka na nosacˇ. Da bi se eksperiment izveo preciznije potreban bi bio
nosacˇ koji se mozˇe rotirati u svim smjerovima kako bi se mogla raditi precizna kutno
ovisna mjerenja. Sa fiksnim nosacˇem jednostavno nije moguc´e savrsˇeno precizno
45
-15 -10 -5 0 5 10 15
-150
-100
-50
0
50
100
150  1.6 K
 4.2 K
B || c I
yx
 (
cm
)
B (T)
Slika 5.7: Mjerenje transverzalne otpornosti ρyx TaP na temperaturama 1.6 K i 4.2
K u konfiguraciji kad je magnetsko polje u smjeru c kristalografske osi i okomito
na smjer struje kroz uzorak (B ‖ c ⊥ I). Transverzalna otpornost proporcionalna
je s Hallovom konstantom koja je ocˇito negativna. To znacˇi da su vec´inski nosioci
elektroni, iako iz oblika krivulje vidimo da imamo prisutne i druge tipove nosioca.
poravnati smjer struje u uzorku sa smjerom vanjskog magnetskog polja.
Iako ne postoji doprinos od Lorentzove sile magnetootporu jer je B ‖ I, josˇ uvijek
mozˇe postojati pozitivan magnetootpor oblika MR ∝ 1/(1 + B2) koji dolazi od ani-
zotropije Fermijeve povrsˇine, i to je upravo dominantni cˇlan za niska polja. Na viˇsim
poljima dominira doprinos od kiralne anomalije koji je proporcionalan s B2. Vidi se i
da je maksimalna promjena relativnog magnetootpora reda 2, 5 sˇto je sto puta manje
nego u prijasˇnjoj konfiguraciji. Zato se Shubnikov - de Haas oscilacije lijepo vide na
viˇsim poljima i nizˇim temperaturama.
Oduzimanjem glatke pozadine u mjerenjima (Slika 5.8) su izolirane Shubnikov
- de Haas oscilacije magnetootpora. Oscilatorni dio magnetootpora u ovisnosti o
inverzu magnetskog polja prikazan je na slici (Slika 5.9). Ocˇito oscilacije nemaju
samo doprinos od jedne Fermijeve povrsˇine tj. nemaju jednu frekvenciju. Njihov
spektar prikazan je u gornjem desnom kutu grafa (Slika 5.9). Jasno je vidljiv dopri-
nos triju frekvencija (Fγ = 17.5 T, F2γ = 35 T , Fδ = 45 T), odnosno dvaju ekstre-
malnih ploha (Aγ = 0.17 (nm)−2 i Aδ = 0.43 (nm)−2). Obje povrsˇine su vrlo male
u usporedbi sa povrsˇinom presjeka Brillouinove zone [19], pa zakljucˇujemo da se
radi o tzv. Fermijevim dzˇepovima (eng. Fermi pockets). To su zatvorene plohe Fer-
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Slika 5.8: Ovisnost relativne magnetootpornosti MR = (ρ(B) − ρ(0))/ρ(0) mono-
kristala TaP o magnetskom polju B u konfiguraciji kad je magnetsko polje u smjeru
struje kroz uzorak (B ‖ I ⊥ c) za razlicˇite temperature. Shubnikov - de Haas oscila-
cije se vide na temperaturama ispod 30 K. Vidi se i pad magnetootpora s povec´anjem
magnetskog polja sˇto je i ocˇekivano zbog kiralne anomalije.
mijeve energije unutar Brillouinove zone. Mogu biti elektronske i sˇupljinske ovisno
o efektivnoj masi nosioca unutar njih. Za m > 0 su elektronske, a za m < 0 su
sˇupljinske. Na nizˇim poljima oscilacije izgledaju kao da imaju doprinos samo jedne
frekvencije (Slika 5.10), sˇto je i pokazano Fourierovim transformatom(Slika 5.10).
To pokazuje da se frekvencija Fδ = 45 T ukljucˇuje u oscilacije tek na viˇsim poljima.
To indicira da je efektivna masa tih oscilacija znacˇajno viˇsa od efetivne mase oscila-
cija frekvencije Fγ = 17.5 T. Nazˇalost ova mjerenja nisu dovoljna za detljnu analizu te
viˇse frekvencije, pa je tako cijela daljnja analiza vezana uz Fγ = 17.5 T. To ocˇekivanje
kao i eksperimentalno utvrdene frekvencije su u dobrom poklapanju sa teorijskim i
prijasˇnjim eksperimentalnim rezultatima za ovaj materijal [14]- [16].
Teorijsko predvidanje daje dvije bliske frekvencije 15 T i 18 T umjesto frekvencije
17.5 T, dok su eksperimentalno u drugim radovima [14], [15] utvrdili frekvencije
17, 6 i 17, 8 T. Te dvije frekvencije nisu razlucˇive iz nasˇih eksperimentlanih rezul-
tata, no nazire se ta moguc´nost ako pogledamo oblik vrhova Fourierovog transfor-
mata na grafu (Slika 5.10). Nazire se da se vrh mozˇda sastoji od dva superponirana
maksimuma. Kako bi se ovo razlucˇilo potrebna su preciznija mjerenja ili kvalitetniji
uzorak. Jedan nacˇin kako bi se mogla dobiti preciznija mjernja bi bio koristec´i AC
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Slika 5.9: Shubnikov - de Haas oscilacije u monokristalu TaP na razlicˇitim tempera-
turama. Fourierovi transformati Shubnikov - de Haas oscilacije u desnom gorenjm
kutu. U Fourierovom transformatu mozˇemo prepoznati doprinos triju frekvencija
(Fγ = 17.5 T, F2γ = 35 T , Fδ = 45 T), odnosno dvaju ekstremalnih ploha (Aγ = 0.17
(nm)−2 i Aδ = 0.43 (nm)−2), gdje smo za odredivanje ekstremalnih povrsˇina koristili
izraz (3.36). Te povrsˇine su vrlo male u usporedbi sa povrsˇinom presjeka Brillouinove
zone ?? iz cˇega zakljucˇujemo da se radi zapravo o tzv. Fermijevim dzˇepovima (eng.
Fermi pockets).
metodu mjerenja s Lock-in uredajem, a kvalitetniji uzorci se mogu dobiti koriˇstenjem
kemijski cˇistijih materijala za sintezu.
Za prilagodbu temperaturne ovisnosti amplitude pri fiksnom polju mozˇemo ko-
ristiti temperaturno ovisni dio Lifshitz - Kosevich formule (3.50). Iz toga mozˇemo
saznati efektivnu masu nosioca koja je m = (0.062 ± 0.003)m0 (Slika 5.11), sˇto je
relativno mala efektivna masa. Rezultat je u odlicˇnom poklapanju s teorijskim i eks-
perimentalnim rezultatima [15].
Ovisnost amplituda maksimuma i minimuma nam omoguc´uje odredivanje Dingle-
ove temperature. Mozˇemo modificirati amplitudu iz izraza (3.63), pa je amplituda
maksimuma i minimuma A:
A ∝ 1√
B
αT/B
sinh(αT/B)
e−αx/B (5.1)
gdje je α = 2pi2kB/β. Logaritmiranjem gornjeg izraza i linearnom prilagodbom se
odredi x (Slika 5.12). Dingleova temperatura je x = (10.6 ± 0.3) K, sˇto govori o
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Slika 5.10: Shubnikov - de Haas oscilacije u monokristalu TaP na razlicˇitim tempe-
raturama na nizˇim poljima. Fourierovi transformati Shubnikov - de Haas oscilacija u
monokristalu TaP na razlicˇitim temperaturama u podrucˇju polja koje odgovara pri-
sutstvu jedne frekvencije Fγ = 17.5 T.
tome da postoji udio necˇistoc´a negdje od oko 0.1 do 1 %, ali isto tako potvrduje da
necˇistoc´e ne utjecˇu na topolosˇka svojstva materijala kao sˇto su Weylove tocˇke. To
znamo zato jer smo vidjeli smanjivanje magnetootpora porijeklom od kiralne ano-
malije sˇto sluzˇi kao eksperimentalna potvrda Weylovog semimetala. Iz Dingleove
temperature moguc´e je odrediti vrijeme rasprsˇenja τ i srednji slobodni put l ciklo-
tronskog gibanja elektrona.
τ =
h
4pi2kBx
; vF =
√
2e~
m2
F ; l = vF · τ (5.2)
Rezultati dobiveni racˇunom iz gornjih izraza su τ = (1.15±0.03) ·107 s i l = (7.7±0.2)
nm. Za izracˇun srednjeg slobodnog puta pretpostavili smo da se radi o linearnoj
disperziji, te da je ekstremalni presjek Fermijeve plohe krug u impulsnom prostoru.
Tvrdimo da je to opravdano jer smo opazili Berryjevu fazu pi u oscilacijama koja
odgovara Weylovim tocˇkama.
Prema Onsagerovoj relaciji (3.66) Landauov indeks r je proporcionalan 1/B, sˇto
je jasno vidljivo i na grafu (5.13). Polozˇaji maksimuma i minimuma na skali 1/B
imaju definirane polozˇaje za odredene r. To se lako vidi ako primijetimo da vrijedi
(3.65) i to da oscilacije u zz konfiguraciji moraju imati istu oscilatornu ovisnost kao
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Slika 5.11: Amplituda oscilacija na fiksnoj vrijednosti polja u ovisnosti o temperaturi.
Linija prilagodbe je amplitudni dio Lifshitz - Kosevich formule. Iz prilagodbe se mozˇe
odrediti efektivna masa elektrona. U ovom slucˇaju je to m = (0.062± 0.003)m0.
oscilacije u xx konfiguraciji (3.63):
ρ˜zz ∝ −cos
[
2pi
(
F
B
+ φ
)]
(5.3)
gdje je φ ukupna faza oscilacija. Prema tome su maksimumi i minimumi oscilacija
definirani uvjetom:
F
B
+ φ = N +
1
2
→ maksimum
F
B
+ φ = N → minimum
(5.4)
Sada mozˇemo minimume oscilacija povezati s cijelim brojevima r, a maksimume
sa polucjelobrojnim r + 1/2. Variramo vrijednost r dok ne dobijemo presjek na y
osi izmedu −1/8 i 1/2 + 1/8. Iz linearne prilagodbe se mozˇe dobiti taj odsjecˇak koji
predstavlja ukupnu fazu iz Onsagerove relacije. Rezultat za ukupnu fazu je φ =
(−0.08± 0.03). Znamo da je
φ = γ ± δ − φβ; βC = 2piφβ (5.5)
Znamo da je γ = 1/2 i da δ mora biti unutar ±1/8. Kako vrijedi (5.5) slijedi da φβ
mora biti jednako 1/2. Berryjeva faza je onda βC = 2piφβ = pi. pi Berryjeva faza je
50
0,2 0,3 0,4 0,5
-7
-6
-5
-4
-3
ln
 (A
 si
nh
(
T/
B)
 B
1/
2 )
1/B (1/T)
x = (10.6  0.3) K
Slika 5.12: Graf lineariziranog izraza (5.1), gdje je A amplituda oscilacija, a α =
2pi2kB/β. Iz linearne prilagodbe mozˇe se odrediti Dingeova temperatura (3.63). U
ovom slucˇaju je x = (10.6± 0.3) K.
karakteristika materijala s Diracovom disperzijom. Elektron obilazec´i putanju u im-
pulsnom prostoru oko Weylove tocˇke dobiva Berryjevu fazu pi. Prema tome u sustavu
postoje diracovi fermioni, a δ ≈ −0.08, sˇto govori da je Fermijeva ploha 3D, a ne
2D. Oko ovog rezultata se literatura josˇ nije usuglasila [16], najvjerojatnije zbog ne-
konzistentnog nacˇina pridavanja Landauovih indeksa maksimumima i minimumima
koji se cˇesto puta propagira kroz literaturu. Za definitivnu potvrdu ovog rezultata
potrebna su dodatna mjerenja.
Zeemansko cijepanje Landauovih nivoa nije opazˇeno u eksperimentu. To znacˇi
da je efektivna masa elektrona relativno mala, sˇto smo i potvrdili mjerenjima (Slika
5.11).
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Slika 5.13: Landauov indeks r u ovisnosti o 1/B maksimuma i minimuma s grafa
(Slika 5.10). Linearna prilagodba odgovara transformiranom izrazu (3.66). Dakle,
odsjecˇak na y osi odgovara fazi oscilacija. Za odsjecˇak se dobilo φ = (−0.08 ± 0.03).
Kako vrijedi (5.5), a znamo da je γ = 1/2 i δ ≤ 1/8, mora i φβ biti jednako 1/2.
Berryjeva faza u materijalu je dakle jednaka pi (5.5).
6 Zakljucˇak
Weylovi semimetali su 3D analogoni grafena koji su u posljednjih par godina pobudili
veliko zanimanje znanstvene zajednice. Zanimljivi su zato jer posjeduju Diracove tj.
Weylove fermione kao niskoenergetska pobudenja. Fizikalno su ovi materijali prva
realizacija Weylovih fermiona, pa su osim za fizici cˇvrstog stanja zanimljivi i fizici
elementarnih cˇestica. Postojanje Weylovih tocˇaka u materijalu daje im zanimljiva
svojstva poput kiralne anomalije cˇija je posljedica negativni magnetootpor. Ovakvi
posebni efekti ih cˇine iznimno zanimljivima za primjenu u npr. spintronici. Weylove
tocˇke u ovoj klasi materijala su topolosˇki zasˇtic´ene sˇto znacˇi da je materijal neosjetljiv
na male perturbacije kao npr. od necˇistoc´a, sˇto znacˇi da c´e i nesavrsˇen kristal i
dalje imati svojstva Weylovog semimetala. To svojstvo olaksˇava tehnolosˇku uporabu
ovakvih materijala.
Jedan od ciljeva ovog rad bio je sintetizirati velike monokristale Weylovog se-
mimetala TaP. Za to je koriˇstena CVT (eng. Chemical Vapour Transport) metoda s
transportnim agentom jodom. Dobiveni su monokristali TaP dimenzija viˇse nego do-
voljno velikih za magnetotransportna mjerenja otprilike 3× 3× 3 mm3. Monokristali
su karakterizirani rasprsˇenjem x-zraka na prahu cˇime je potvrdena kristalna struktura
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TaP. Uzorak je oblikovan brusˇenjem u plocˇasti oblik povoljan za magnetotransportna
mjerenja. Kontakti su pricˇvrsˇc´eni srebrnom pastom i ucˇvrsˇc´eni srebrnim epoksijem,
te je uzorak ucˇvrsˇc´en na drzˇacˇ kako zakretni moment na uzorak radi mjerenja u
magnetskom polju ne bi osˇtetio kontakte.
Mjereni su magnetootpor uzorka u dvije konfiguracije, od kojih je u prvoj vanjsko
magnetsko polje okomito na smjer struje kroz uzorak. U toj konfiguraciji smo opa-
zili jako velik pozitivan relativni magnetootpor, te zbog tako velike pozadine nismo
uspjeli opaziti kvantne oscilacije. U drugoj konfiguraciji, kada je vanjsko magnetsko
polje paralelno sa smjerom struje opazili smo smanjivanje relativnog magnetootpora
koje je posljedica kiralne anomalije. Izolirane su oscilacije Shubnikov - de Haas tipa
iz mjerenja u ovoj konfiguraciji i odredene su dominantne frekvencije Fγ = 17.5 T,
F2γ = 35 T , Fδ = 45 T. Primijec´eno je da se frekvencija Fγ = 17.5 T pojavljuje vec´
na niskim poljima, dok se frekvencija Fδ = 45 T ukljucˇuje tek na visokim poljima.
Ta razlika dolazi od toga sˇto je efektivna masa oscilacija frekvencije Fγ m = 0.062m0
znacˇajno manja od efektivne mase oscilacija frekvencije Fδ koju nismo mogli odrediti
jer nismo uspjeli izolirati te oscilacije.
Za nizˇu frekvenciju je odredena Dingleova temperatura x = 10.6 K koja govori
o tome da monokristali imaju ipak nezanemarivu razinu necˇistoc´a negdje od 0.1 do
1%. S jedne strane to otezˇava opazˇanje oscilacija, dok s druge strane potvrduje da su
Weylove tocˇke otporne na perturbacije koje dolaze od necˇistoc´a. To je potvrdeno s
opazˇanjem smanjivanjem relativnog magnetootpora koji dolazi od kiralne anomalije.
Analizom faze kvantnih oscilacija pokazalo se da postoji doprinos od Berryeve
faze, sˇto bi potvrdilo prisutnost Diracovih tocˇaka u materijalu. Oko ovog rezul-
tata josˇ nije postignut konsenzus u literaturi, najvjerojatnije zbog nekonzistentnog
oznacˇavanja minimuma i maksimuma, te je za definitivnu potvrdu ili opovrgavanje
ovog rezultat potrebno provesti josˇ mjerenja.
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